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I. SERIES A TERMES REELS POSITIFS

I.1. REGLE DE D’ALEMBERT

Pour rappel, il a été vu en premiére année une méthode permettant de prouver la convergence d'une série par com-
paraison a une série de Riemann :

[ METHODE — Comparaison d une série de Riemann

m S’il existe a > 1 tel que n®u, 0, alors la série Z u, converge (absolument).

+o0o0 alors la série Z u, diverge.

m S'il existe a <1 tel que n®u,

0 équivaut a u, = o ().

REMARQUE Lassertion n®u,
n—+oo

& EXEMPLES 1

Donner la nature des séries suivantes :

M Yevn @ ) ne” G Y —

n=1 n=1 nz1n2lnn

1

Nous présentons ici un résultat basé sur une comparaison a une série géométrique.

PROPOSITION 1 — Régle de d’Alembert

Soit () ,en Une suite complexe a termes non nuls a partir d'un certain rang.
On suppose que :

[Uni1l

=l eR, U{+o0}
n—-+oo |un|

m Sif<1,alors Z u, converge (absolument);

» sif¢>1,alors ) uj, diverge (grossierement).




. e . 1 1
REMARQUE 1 Lorsque £ = 1, on ne peut rien dire. Etudier par exemple les deux cas suivants : Z — et —
n=11 n=117

& EXEMPLES 2
n

. z L. .
(1) Pour z € C, montrer que la série Z — (appelée série exponentielle) converge absolument.
n>0 1

-1
(2) Etudier la convergence de la série Z (Zn)

n=0

I.2. FORMULE DE STIRLING

PROPOSITION 2 —  Formule de Stirling

On al'’équivalent suivant :

I.3. COMPARAISON A UNE INTEGRALE

PROPOSITION 3 — Encadrement préliminaire

Soient ng e N et f: [np,+oo[ — R une fonction décroissante et continue.

n+1 n
Alors: Vnzny+1, f f(t)dtsf(n)sf f(nde
n n-1

REMARQUE — [llustration graphique

Lencadrement précédent se comprend trés bien graphiquement :

= f(m)
n
= f(ndt
f(n) T n-1
n+l
= fde
n
0 n—-1 n+1

En sommant cet encadrement préliminaire, on peut obtenir le résultat suivant.

PROPOSITION 4 — Encadrement des sommes partielles

Soient ng e N et f: [ng,+oo[ — R une fonction décroissante et continue.

N+1 N N
Alors : VN = ng, fode< ) f(n)sf(n0)+/ f(odt
ng

no n=ngp




PROPOSITION 5 — Comparaison d une intégrale

Soient ng e N et f: [ng,+oo[ — Ry une fonction positive, décroissante et continue.

Alors la série Z f(n) converge si et seulement si la fonction f est intégrable sur [ng,+oo|, c'est-a-dire si et
n=ngy

X
seulement si la quantité f f(t) dt admet une limite finie lorsque x tend vers +oo.
1o

& EXEMPLE 3

1
Donner la nature de la série ) ———.
Ssn(nn)

REMARQUE Lorsque f est positive, en cas de divergence de la série } i, f(k), la somme partielle S, = ZZ: o fk)
tend vers +oo lorsque n tend vers +oco d’apres le théoreme de la limite monotone. La PROPOSITION 4 permet
d’obtenir un équivalent de S; lorsque n tend vers +oo.

& EXEMPLE4 — Fquivalent de la somme partielle de la série harmonique

Etablir I'équivalent suivant :

~ Inn
¥

| =

n
)3
k=1

£ EXercicE5 — La constante d’Eulery

Pour n € N*, on pose :
1

n
Hy=)
k=1

=1

1. Prouver I'existence d'une constante y, appelée constante d’Euler, telle que :

Y= nlilllw(Hn —Ilnn)

2. Endéduire que:

H,=Inn+y+o0(1)

Il. SERIES ALTERNEES

DEFINITION 1 —  Série alternée

On dit que la série réelle Zun est alternée si pour tout entier n les termes u,, et u,; sont de signes contraires.

REMARQUE Une série alternée peut toujours s’écrire sous la forme :
Y (-D"a, ou Y (-1)"*la,

avec (an) ,en UnNe suite positive selon que le premier terme soit positif ou négatif.



THEOREME 1 — Théoréme spécial des séries alternées

Soit Zun une série alternée.

On suppose que la valeur absolue |u,| du terme général décroit et tend vers 0. Alors :

m Lasérie Z u, converge.

+00
m PourtoutneN, lereste R, = Z Uy est du signe du premier terme 1,4 et vérifie :
k=n+1

Ryl < lups1l

REMARQUES
= Lasomme S de la série )  u, est du signe du premier
terme ug puisque S = ug + Rg avec |Rgl| < |u;| < |ugl. 4 Tﬂlz 1—613 T+u4 l—QS
m Sila suite (Ju,l)nen ne décroit qu’a partir d'un certain +do S3 Ss

rang ny, le théoreme ci-dessus s’applique mais la ma-
joration du reste ne pourra étre écrite que pour des in-
dices n = ny.

REMARQUE A\ Une série alternée quelconque ne converge pas forcément, méme si son terme général tend vers 0;
la décroissance de la valeur absolue est essentielle.

& EXEMPLES 6

(="

o

(1) Pour a € R, étudier la nature de la série Z
n=1

-1 n+l
(2) Prouver que la série Z ——;— converge et que sa somme S estdans [3/4,1].
n=1

Tenter ensuite d’obtenir un encadrement plus précis.

[ METHODE —  Ftude d’une série a termes de signe non constant par développement asymptotique
Pour étudier la nature d'une série réelle dont les termes ne sont pas de signe constant, il est peut étre judi-

cieux de faire un développement asymptotique du terme général jusqu’a obtenir le terme général d'une série
absolument convergente ou un terme de signe constant.

& EXEMPLES 7

Etudier la nature des deux séries suivantes :

(-n" (-n"
(1 I;m(u \/ﬁ) ) ,;—m(—l)n—l



IIl. ProbpuiT DE CAUCHY DE DEUX SERIES

DEFINITION 2 -  Produit de Cauchy de deux séries

Soient Z up et Z v, deux séries. On appelle produit de Cauchy de ces deux séries la série Z wyol:

n
YneN, wy= )Y Upvg=) UpUn—p
p+q=n p=0

THEOREME 2 — Convergence du produit de Cauchy de deux séries

Soient Z u, et Z v, deux séries absolument convergentes.
Alors le produit de Cauchy de ces deux séries converge absolument et :

L[S (£

n=0 n=0

REMARQUE Le résultat est faux pour des séries seulement convergentes. Plus précisément, on peut trouver deux
séries convergentes dont le produit de Cauchy ne converge méme pas.

& EXEMPLES 8

(1) Pour xe€]-1,1[, prouver la convergence et donner la somme de Z (n+1)x".
n=0

(2) PourzeC,onpose:

+00 n

exp(z) = Z %
n=0 "%

Si (z1, 22) € C2, montrer que: exp(z) + z2) = exp(z;) exp(z2).



