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I. PRODUIT ET SOMME D’ESPACES VECTORIELS

I.1. PRODUIT D’ESPACES VECTORIELS

DEFINITION 1 -  Espace produit

Soient Ey,...,E, une famille finie de K~ espaces vectoriels.
On définit sur le produit cartésien E; x --- x E;, deuxlois :

= Daddition:
V(x1,e 0 Xp), (Y10 s ¥p) €EBLx - xEp, (X150, Xp) + (V1500 ¥p) = (K14 Y1, Xp + Yp)
= Lamultiplication par un scalaire :

V(x1,...,xp) €EEy x - xEp, VA€K, A-(x1,...,Xxp) = (Ax1,...,AXp)

p
NotaTion Lespace produit E; x --- x E;, peut également étre noté l_[ E.
k=1



PROPOSITION 1 — Espace produit

Soient Ey,...,Ep une famille finie de K~ espaces vectoriels.
Alors le produit cartésien E; x --- x E;, muni des deux lois précédentes est un K- espace vectoriel.

PROPOSITION 2 - Dimension d’un espace produit

Soient Ey,...,Ep une famille finie de K- espaces vectoriels.
SiEy,...,Ep sont de dimension finie alors le produit cartésien E; x --- x E;, est de dimension finie et :

dim(E; x -+ x Ep) = dim(Ey) +--- + dim(E )

l.2. SOMME D’ESPACES VECTORIELS

DEFINITION 2 - Somme de sous-espaces vectoriels

Soient E un K- espace vectoriel et Ey,...,E, une famille finie de sous-espaces vectoriels de E.
On appelle somme des sous-espaces vectorielsEy,...,E, I'ensemble noté Ey +--- + E,, défini par:

Ei+--+Ep={x1+---+xp, (x1,...,xp) €B1 x--- x Ep,}

p
NoTtaTioN Lasomme E; +--- +E, peut également étre notée Z Eg.
k=1

REMARQUE En définissant 'application ¢ suivante :

P : Elx...pr — E
(x1,..0xp) — X1+ +Xp

on peut écrire que E; +--- +E, =Im .

PROPOSITION 3 — Somme de sous-espaces vectoriels

Soient E un K~ espace vectoriel et Ey,...,E, une famille finie de sous-espaces vectoriels de E.
Alors la somme E; +--- +E, est un sous-espace vectoriel de E.

REMARQUE On peut montrer que E; +---+E, est le plus petit sous-espace vectoriel de E (au sens de I'inclusion)
contenant les sous-espaces vectoriels Ey, ..., Ep.

I.3. SOMME DIRECTE D’ESPACES VECTORIELS

DEFINITION 3 — Somme directe de sous-espaces vectoriels

Soient E un K- espace vectoriel et Ey, ..., Ej, une famille finie de sous-espaces vectoriels de E.
On dit que les sous-espaces vectoriels Ey, ..., Ej, sont en somme directe si :

Y(x1,...,xp) €EEy x -+ xEp, x1+-+xp=0 = xj=:-=x,=0

Dans ce cas, onnote Ey & --- ® Ej, la somme E; +--- + E, et on dit que la somme est directe.

p
NotaTioNn LasommeE; &---®E, peut également étre notée @Ek.
k=1



REMARQUES

» Lasomme E; +---+E, estdirecte si et seulement si I'application ¢ définie plus haut est injective.

= En premiere année, il a été vu que la somme F + G est directe si et seulement si Fn G = {0}. Cette caractéri-
sation ne s’étend pas au cas p = 3, c’est-a-dire que le fait que les intersections deux a deux soit réduites a {0}
ne permet pas de conclure que la somme est directe.

& EXEMPLE 1

Dans R2, on pose E; = Vect((1,0)), E» = Vect((0, 1)) et E3 = Vect((1, 1)).
Montrer que E; NE, = {0}, E; N E3 = {0} et E; N E3 = {0} bien que la somme E; + E; + E3 ne soit pas directe.

PROPOSITION 4 — Dimension d’une somme de sous-espaces vectoriels

Soient E un K~ espace vectoriel et Ey, ..., E, une famille finie de sous-espaces vectoriels de E.
SiEy,...,Ep sont de dimension finie alors on a:

P P

dim( Ek) < ) dim(Ey)
k=1 k=1

De plus il y a égalité si et seulement si la somme est directe.

PROPOSITION 5 — Décomposition dans une somme directe

Soient E un K- espace vectoriel et Ey,...,E, une famille finie de sous-espaces vectoriels de E.
Lasomme E; +--- + E, est directe si et seulement si :

p
Vx€Ei+--+E,, 3!(x1,...,xp) €E1 x---xEp, x=) x¢
k=1

REMARQUES — Sous-espaces supplémentaires

= On dit que deux sous-espaces F et G d'un K—espace vectoriel E sont supplémentairessiE =F & G.
= Onrappelle les deux résultats suivants :
E=FeG < dim(F)+dim(G) =dim(E) et FnG={0} < F+G=E et dim(F) +dim(G) = dim(E)
= Tout sous-espace vectoriel F d'un [K—espace vectoriel E de dimension finie admet un supplémentaire.
Il n'y a pas unicité du supplémentaire comme le montre I’exemple qui suit.

& EXEMPLES 2

(1) On note respectivement S, (K) et A,(K) I'ensemble des matrices symétriques et antisymétriques de
M5, (K). Prouver que #,(K) =S, ([K) ® A, (K).

(2) On travaille dans le R—espace vectoriel % ([—1,1],R) des fonctions de [-1,1] dans R et on considere les
sous-espaces vectoriels :

Fi={f€E, festconstante}, Fp={f€E, f=0sur[-1,0]} et F3={f€E, f=0sur[0,1]}

Prouver que E =F; @ F) ® F3.

I.4. SOMME DIRECTE ET BASES
On commence par définir la notion de base adaptée.
VOCABULAIRE — Bases adaptées

= Soit E un K—espace vectoriel de dimension finie et F un sous-espace vectoriel de E.
On appelle base adaptée a F toute base 9 de E de la forme 28 = (%8,, %) avec %8, base de F.



= Soient E un K~ espace vectoriel de dimension finie et Ey, ..., E, une famille finie de sous-espaces vectoriels
deE telsque E = @Zzl Ef.
On appelle base adaptée a la décomposition en somme directe toute base 98 de E de la forme 98 = (%4, ..., %))
avec, pour k€ [1, pl, %) une base de Ej.

PROPOSITION 6 — Somme directe et bases
Soit E un K— espace vectoriel de dimension finie.

m Soit B =(%,...,%),) une base de E fractionnée en p sous-familles %, ..., %, de vecteurs.

p
Alors E = P Vect(%y)
k=1

p
s Onsuppose que E = @Ek avec Ey,...,E) des sous-espaces vectoriels de E.
k=1
Si, pour tout k € [1, p], By désigne une base de Ex, la famille % = (%,,...,%,) est une base de E.

II. MATRICES ET ENDOMORPHISMES

II. 1. POLYNOME D’UNE MATRICE, D’UN ENDOMORPHISME

Soient A € ./, (K) une matrice et u € Z(E) un endomorphisme.

On pose : A'=1, et ul=idg et VkeN*, AF=Ax...xA et u¥=uo---ou
—_— —_——
k fois k fois

On a alors : Vi, 0eN, AMC=AKAL=AlAk e y* €= ykoyl = ylouk

DEFINITION 4 - Polynéme d’une matrice, d’'un endomorphisme

d
Soient A € .4, (IK) une matrice et u € Z(E) un endomorphisme et P = Z aX¥ € K[X] un polynome.

k=0
d d
On définit : PA) =Y axAf e tt,() et Pw) =) arufe L(E)
k=0 k=0
On parle de polynome de matrice ou de polynome d’endomorphisme.
PROPOSITION 7 —  Opérations sur les polynémes de matrice et d’endomorphisme

Soit A € ./, (K) une matrice.

m Lapplication P — P(A) est une application linéaire de K [X] sur .4/, (K).
Ainsi, siPQeK[X] et A €K, alors:

(AP +Q)(A) = AP(A) +Q(A)
m SiPBQelK[X] alors:
(PQ)(A) =P(A)Q(A) = Q(AP(A)

Soit u € £ (E) un endomorphisme.

= Lapplication P — P(u) est une application linéaire de K[X] sur Z(E).
Ainsi, siPQ e K[X] et A € K, alors :

(AP+Q)(uw) =AP(w) +Q(w)




s SiPQeKI[X] alors:

(PQ)(w) =P(u) o Q(u) = Q(u) o P(u)

PROPOSITION 8 — Matrice d’un polynéme d’endomorphisme

Soient u € Z(E) un endomorphisme, 98 une base de E et P € K[X] un polynoéme.

Ona: Mg (P(u)) = P(Mg (1))

DEFINITION 5 —  Polynéme annulateur d’une matrice, d’un endomorphisme
Soient A € 4, (K) une matrice et u € £ (E) un endomorphisme et P € K[X] un polynéme.

= On dit que P est un polynéme annulateur de A siP(A) =0

m  On dit que P est un polynéme annulateur de u siP(u) =0

REMARQUES 1

Le polyn6éme nul est toujours un polynéme annulateur mais ce n’est pas le plus intéressant!

Si P est annulateur de u € Z(E) ou A € ./, (K), tout multiple de P I'est aussi.

Si E est de dimension finie n et u € £ (E) ou si A € 4, (K) alors il existe au moins un polynéme annulateur
non nul de u ou de A.

En effet, il suffit de remarquer que les familles (idg, 4, ..., u"z) et (I,,,A,... ,A”Z) sontliées dans £ (E) et 4, (K).
Si E est de dimension infinie, il peut ne pas exister d’autres polyndémes annulateurs que le polynéme nul.
Par exemple, si E = KN, I'endomorphisme qui a une suite (u,),en associe la suite (u,+1) ey N'admet pas de
polynéme annulateur non nul.

¢ EXEMPLE 3

Trouver des polyndmes annulateurs (non nuls!) des matrices suivantes :

1 00
A=((1) (1)) B:(i j) et C=f0 2 0
00 3

[ METHODE -  Calcul de Uinverse d’une matrice grdce d un polynéme annulateur

S’il existe P € K [X] un polyndme annulateur de A € .4, (IK) tel que P(0) # 0 alors A est inversible et il est possible
d’exprimer A~! comme un polynéome en A.

En effet, si P(X) = ZZ:O aXk avec ay = P(0) #0, on obtient, en placant le terme agl,, 2 droite et en factorisant
par A a gauche:

d d
PA)=0 = Y arAf+a)l,=0 = A|) arAF|=-al,
k=1 k=1
De méme, en factorisant par A a droite, on a:
d d
PA)=0 <= Y aA¥+al,=0 <= |) ayAF!|A=-agl,
k=1 k=1

On en déduit finalement que A est inversible et que :

1 d
ATl=——% giAF!
a0 k=1



[ METHODE — Calcul des puissances d’une matrice grdace a un polynéme annulateur

Soit P € K[X] un polynéme annulateur de A € .4, (). On se donne k € N et on souhaite calculer A¥,

On effectue la division euclidienne de X* par P, il existe Q; € K[X] et Ry € K[X] de degré strictement inférieur
a deg(P) tels que X¥ = PQy + Ry. En appliquant en la matrice A il vient :

AF = PQ(A) +Ri(A) = P(A)Qk(A) + R (A) = Ri(A)

de sorte que I'obtention de la puissance k—eme de A se résume au calcul de Ri(A).
Cette méthode est intéressante lorsqu’on dispose d'un polynéme annulateur de bas degré.

# EXEMPLE 4

Calculer I'inverse et les puissances de la matrice :

A:

—_— W W

II. 2. MATRICES PAR BLOCS ET OPERATIONS

DEFINITION 6 —  Matrice par blocs

n p
Soient (N1, ...,N,) € (N*)" et (Py,...,P,) € (N*)”.Onnote N= ) N;etP= ) P;.
i=1 j=1

On appelle matrice par blocs de taille N x P a n x p blocs toute matrice A € 4 p (K) s’écrivant :
An o Al
A=l Lo
Ani o App
avec,pouri€[l,nletjell,pl, A;; €./%Ni,pj([K).

REMARQUE Autrement dit, une matrice par blocs est une matrice dans laquelle les coefficients sont des matrices.
Ces sous-matrices sont appelés les blocs et vérifient des conditions de compatibilité de taille.

DEFINITION 7 — Matrices diagonales et triangulaires par blocs

= On appelle matrice diagonale par blocs toute matrice de la forme :

A, 0 -+ 0
0

A=
: . .0
0 -~ 0 A,

ouiles blocs (A;)1<j<n sont des matrices carrées.

= On appelle matrice triangulaire supérieure par blocs toute matrice de la forme :

Al * *
A= 0

%

0 0 Ay

ot les blocs (A;)1<j<n sont des matrices carrées.



PROPOSITION 9 — Opérations sur les matrices par blocs
m Addition: Soient A et B deux matrices par blocs de méme taille :

Aip o Al Bii -+ By,
A=+ . et B=| : .ol
Ani 0 Anp By1 -+ Bap

On suppose que pour tout i € [1,n] et j€[1, p] les blocs A; ; et B; j sont de méme taille.
Le calcul de C = A + B peut alors s’effectuer par blocs, c’est-a-dire que :

)

Cii - Cip

Cn1 -+ Cup

avecpourtoutie[1,nletje(l,pl, C;j=A;;+B;;.

m Produit: Soient A et B deux matrices par blocs de la forme :

Al 0 Al Bi1 - Big
A=] ! : et B=| ! . :
A1 - Anp By1 - Bpg

)

On suppose que pour touti € [1,n], ke[1,pletje[l,q] le produit A; By, j peut étre réalisé.
Le calcul de C = AB peut alors s’effectuer par blocs, c’est-a-dire que :

)

Cii -+ Cug
C=| : oo
Cn1 - Cnyg

)

p
avecpourtouti€[1,nletje[l,q], Cij= ) A;Bg;.
k=1

REMARQUES

= Autrement dit, les opérations sur les matrices par blocs s’effectuent de la méme facon que sur les matrices.
La différence réside dans le fait que les coefficients ne sont plus des scalaires mais des sous-matrices et
que, par conséquent, certaines conditions de compatibilité de taille doivent étre vérifiées sur les blocs pour

effectuer les opérations souhaitées.
= La multiplication par un scalaire d'une matrice par blocs ne pose aucun probleme.

£ EXERCICE 5

Soient A€ #,(K), B € 4y 4(K) et D € 4,(K) trois matrices. On introduit la matrice par blocs :

f)

Donner une condition nécessaire et suffisante sur les matrices A, B et D pour que la matrice M soit inversible.

Exprimer alors M~! sous la forme d’une matrice par blocs.



Il. 3. SOUS-ESPACES STABLES

DEFINITION 8 — Sous-espace stable et endomorphisme induit

Soient E un K—espace vectoriel, F un sous-espace vectoriel de E et u € £ (E).
On dit que F est stable par u si u(F) c F, c’est-a-dire si :
VxeE u(x)€eF
Dans ce cas, on appelle endomorphisme induit par u sur F I’endomorphisme up € £ (F) défini par :
Ufg . F — F
x — ux)

REMARQUES

m Il est clair que ur est bien un endomorphisme de F.
= {0} et E sont stables par tout endomorphisme u € £ (E).
m Il ne faut pas confondre ug qui est un endomorphisme de F (et qui n’a de sens que si F est stable par u) et

U, qui est une application linéaire de F dans E.
EXEMPLES 6
(1) Déterminer les droites stables par 'endomorphisme u: (x, y) € R? — (=5x +3y,6x —2y) € R%.

(2) Déterminer les droites stables par I'endomorphisme u: f € €°(R,R) — ' € €°(R,R).

PROPOSITION 10 -  Stabilité du noyau et de 'image

Soient u € Z(E) et v € Z(E) deux endomorphismes.
Si u et v commutent, c’est-a-dire si uo v = vou, alors Ker v et Im v sont stables par u.

PROPOSITION 11 - Traduction matricielle de la stabilité

Soient E un K—espace vectoriel de dimension 7, F un sous-espace vectoriel de E de dimension p et u € Z(E).
On se donne & = (ey, ..., e;) une base adaptée a F, c’est-a-dire que %Bg = (el, ey ep) est une base de F.
Alors F est stable par u si et seulement si la matrice de u dans la base de 98 peut s’écrire par blocs sous la

forme :
A B
Mg (u) = (0 D)

Dans ce cas, A € 4 (K) est la matrice de 'endomorphisme ur induit par u sur F dans la base %k.

REMARQUE On peut tout a fait généraliser ce résultat a une somme directe. Si u € £ (E) et Ey,...,E, est une famille

de sous-espaces vectoriels de E tels que :
p
E=PEx
k=1

alors u laisse stable Ey, ..., E,, si et seulement si sa matrice dans une base 8 = (%,..., %)) adaptée a cette somme
directe est diagonale par blocs :

A, 0 - 0
Mg (u) =
: . .0

ou, pour k€ [1, pl, Ay € MgimE,) (K) estla matrice de I'endomorphisme ug, induit par u sur E; dans la base %
de Ek.



Il. 4. MATRICES SEMBLABLES

DEFINITION 9 — Matrices semblables

Soient A € 4, (K) et B € .4, (K) deux matrices.
On dit que les matrices A et B sont semblables s'il existe une matrice P € GL,, (K) inversible telle que B = P~1AP.

PROPOSITION 12 - Interprétation en termes d’endomorphismes

Soient A € 4, (K) et B € 4, (K) deux matrices.
Alors les matrices A et B sont semblables si et seulement si elles représentent un méme endomorphisme dans
deux bases.

& EXEMPLE 7
3 -1 1 1 0 0
Montrer que les matrices A=|2 0 1| etB=|0 2 1| sontsemblables.
1 -1 2 0 0 2
PROPOSITION 13 - Matrices semblables et rang

Deux matrices semblables ont méme rang.

II. 5. TRACE D’UNE MATRICE, D’'UN ENDOMORPHISME

DEFINITION 10 - Trace d’une matrice

Soit A = (a;,j) € A, (K) une matrice.
On appelle trace de la matrice A le scalaire noté Tr(A) défini par :

n
Tr(A) = ) aj,i
i=1

PROPOSITION 14 — Trace et opérations

= Lapplication A — Tr(A) est une application linéaire de .4, () sur K.
Ainsi, siA,Be 4, (K) et A eK, Tr(AA+B)=ATr(A)+Tr(B)

m SiABe 4, (K), Tr(AB)=Tr(BA) m SiAe,(K), Tr(A")=Tr(A)

PROPOSITION 15 — Trace et matrices semblables

Deux matrices semblables ont méme trace.

REMARQUE Deux matrices semblables ont donc méme rang et méme trace. En revanche, les réciproques sont fausses,

c’est-a-dire que deux matrices ayant méme rang et/ou méme trace ne sont pas forcément semblables.



&% Exercice 8

1. Montrer que si deux matrices A et B de .#,(K) sont semblables alors il en est de méme des matrices

Al +AetAl, +Bpour A e K.
2. Montrer que les matrices A et B suivantes ont méme rang, méme trace et méme déterminant.
1 1 1 1 1 1
A=10 1 1 et B=|1 1 0
0 0 1 0 1 1

Sont-elles semblables?

La proposition précédente rend légitime la définition suivante de la trace d’'un endomorphisme.

DEFINITION 11 - Trace d’'un endomorphisme

Soit E un K—espace vectoriel de dimension finie et u € Z(E) un endomorphisme.
On appelle trace de I'endomorphisme u la trace de la matrice de u dans n'importe quelle base de E.

&% ExeRrcIcE 9
Soit p € Z(E) un projecteur d’'un K—espace vectoriel E de dimension n = 1.

Montrer que Tr(p) = rg(p).

Il. COMPLEMENTS SUR LES DETERMINANTS

IIl. 1. DETERMINANT D’UNE MATRICE TRIANGULAIRE PAR BLOCS

Pour rappel, le déterminant d'une matrice triangulaire est le produit de ses coefficients diagonaux. Nous allons géné-
raliser ce résultat aux matrices triangulaires par blocs.

PROPOSITION 16 - Déterminant d’une matrice triangulaire par blocs version 2 x 2

Soient A € 4, (K), B € My 4(K) et D € 4y (K).

A B
Ona: det (0 D) = det(A) det(D)

ReEMARQUE Cerésultat peut étre généralisé par récurrence aux matrices triangulaires par blocs de taille quelconque.

Si M est une matrice triangulaire par blocs de la forme :

Ay o x e *
0
M=
*
0 0 Ap

ol les blocs (A;)1<i<; sont des matrices carrées, alors :
det(M) = det(A1) x --- x det(A,)

Bien entendu, le cas d'une matrice triangulaire inférieure par blocs donne le méme résultat.

10



I11. 2. DETERMINANT DE VANDERMONDE

PROPOSITION 17 - Déterminant de Vandermonde

Pour n = 1, soit (ay,...,a,) € K".
On appelle déterminant de Vandermonde relatif a (ay, ..., a,) le déterminant noté V (ay, ..., a,) suivant :

1 a a - a!
1 a a% ag_l
V(alr---)an): . .
2 n-1
1 a, a;, a,
On a alors: Vay,...,an)= [] (aj-a)
1<i<js<n

Ainsi, V (a4, ..., a;) est non nul si et seulement si les scalaires ay, ..., a, sont distincts deux a deux.

REMARQUE Le déterminant de Vandermonde peut également étre présenté sous sa version « transposée », ce qui ne
change en rien sa valeur.

I1l. 3. INTERPOLATION DE LAGRANGE

Soient (ay,...,a,) € K" et (by,...,b,) € K" o1 les (a;)o<i<n sont supposés distincts deux 2 deux. On cherche a
savoir s'il y a existence et unicité d'un polynéme de degré au plus n valant b; en chaque a; pour tout i € [0,n]. On
parle de probleme d’interpolation de Lagrange.

REMARQUE Le probléme posé revient a étudier I'injectivité et la surjectivité de I'application linéaire suivante :

@ KyX] — K"
p —_ (P(a())r---)P(an))

PROPOSITION 18 - Existence et unicité

Soient (ag,...,a,) € K" et (by,..., b,) € K" oitles (a;)p<i<n Sont supposés distincts deux a deux.
Alors il existe un unique polynome P € K, [X] vérifiant :

Vie[0,n], P(a;)=b;

DEFINITION 12 -  Polynémes de Lagrange

Soit (ag,...,a,) € K™ ottles (a;)o<i<n SONt supposés distincts deux a deux.
Pour tout i € [0, n], on définit le polynéme L; € K, [X] en posant :

H’}l:o X- a])

T

l( ) H?:() ((1,‘ - d])
j#i

REmARrRQUE Si (i, ) € [0, n]?, on observe que:

1 sii=j
L"(“f):{o sz Ol

11



PROPOSITION 19 - Base d’interpolation

m Lafamille (L;)¢<j<, forme une base de K, [X].

m SiPeK,[X], sadécomposition dans la base (L;)o<i<n S écrit :

n
P=) P(a;)L;
i=0

REMARQUES
s Le deuxiéme point avec P = 1 donne Z;’ZO L;=1.
= Lunique polynome P de K, [X] vérifiant P(a;) = b; pour tout i € [0, n] estP =Y  b;L;.

IV. FORMES LINEAIRES ET HYPERPLANS EN DIMENSION FINIE

DEFINITION 13 -  Forme linéaire

Soit E un K—espace vectoriel.
On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire de E dans K.
& EXEMPLES 10

(1) Lapplication Tr est une forme linéaire sur .4, (KK).

(2) Lapplication (xy,...,x,) — X1 +--- + X, est une forme linéaire sur K".

REMARQUE SiE est de dimension finie, 'espace £ (E,K) des formes linéaires sur E est un espace vectoriel de dimen-
sion dim(E) x dim(K) = dim(E).

DEFINITION 14 —  Hyperplan en dimension finie

Soient E un K—espace vectoriel de dimension finie n et H un sous-espace vectoriel de E.
On dit que H est un hyperplande E sidim(H) =n—1.

PROPOSITION 20 — Caractérisation d’un hyperplan en dimension finie

Soient E un K—espace vectoriel de dimension finie n et H un sous-espace vectoriel de E.
Alors H est un hyperplan de E si et seulement si il s’écrit H = Ker ¢ ol1 ¢ est une forme linéaire non nulle sur E.

& EXEMPLES 11

(1) Lensemble H = {M € .4, (K), Tr(M) = 0} est un hyperplan de .4, (K).
(2) Lensemble H={(x1,...,x,) € K", x1 + -+ X, = 0} est un hyperplan de K".

REMARQUES

m Sidim(E) = 2, les hyperplans de E sont les droites vectorielles de E; si dim(E) = 3, les hyperplans de E sont
les plans vectoriels de E.
m Lapreuve de la proposition montre que si H est un hyperplan de E et si a ¢ H alors E = He& Vect(a).
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