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Dans la suite, K désignera R ou C et E un K- espace vectoriel.

ELEMENTS PROPRES

ELI'EMENTS PROPRES D’UN ENDOMORPHISME

DEFINITION 1 —  Eléments propres d’un endomorphisme

Soit u € £ (E) un endomorphisme.

= Ondit que A € K est valeur propre de u sil existe un vecteur non nul x € E tel que u(x) = Ax.
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= On dit que x € E est vecteur propre de u associé a la valeur propre A € K s’il est non nul et s'il vérifie

u(x) =Ax.

» Lensemble des valeurs propres de u, noté sp(u), est le spectre de u.

= SiA eK estvaleur propre de u, le sous-espace propre de u associé a la valeur propre A, noté E) (u) est :

E)(u) ={x€ E, u(x) =Ax}

REMARQUES 1 —  Premiéres propriétés fondamentales

(1) Unvecteur x € E non nul est un vecteur propre de u si et seulement si la droite Vect(x) est stable par u.



(2) Un vecteur propre x € E de u est associé a une unique valeur propre puisque Ax = px implique A = p étant
donné que x # 0 par définition.
(3) SiA ek, onremarque que E) (u) = Ker(u— Aidg) de sorte que E) (1) est un sous-espace vectoriel de E.

(4) Le scalaire A € K est valeur propre de u si et seulement si Ey () = Ker(u — Aidg) # {0}, c’est-a-dire, si et
seulement si u — Aidg n’est pas injectif. En dimension finie, cela équivaut au fait que u — Aidg n’est pas
bijectif et donc a det(u — Aidg) = 0.

En particulier, 0 est valeur propre de u si et seulement s’il n’est pas injectif. Dans ce cas on a Eg(u) = Ker u.

(5) Noter que 'ensemble des vecteurs propres de u associés a la valeur propre A est Ey (u)\ {0}.

& EXEMPLES 1

(1) Eléments propres de u: (x,y) € R? — (x + y,x + y) € R,
(2) Eléments propres de u: (x, y) € R> — (x —2y,3x + y) € R? puis sur C2.
(3) Eléments propres de u: (n) ney € F (N,R) — (U 41) nen € F (N, R).

PROPOSITION 1 — Stabilité des sous-espaces propres

Soient u € Z(E) et v € Z(E) deux endomorphismes.
Si u et v commutent, c’est-a-dire si uo v = vou, alors les sous-espaces propres de 'un sont stables par I'autre.

PROPOSITION 2 - Les sous-espaces propres sont en somme directe

Soient u € £ (E) un endomorphisme et Ay, ..., A, € K des valeurs propres deux a deux distinctes de wu.
Alors les sous-espaces propres associés Ey | (u),...,E Ap (u) sont en somme directe.

PROPOSITION 3 —  Vecteurs propres associés d des valeurs propres deux a deux distinctes

Soient u € £ (E) un endomorphisme et xi,...,x, des vecteurs propres de u associés a des valeurs propres
A1,...,Ap de u deux a deux distinctes.
Alors la famille (x1,...,x,) estlibre.

PROPOSITION 4 — En dimension finie
Soit u € Z(E) un endomorphisme. On suppose E de dimension finie 7.

m SiAj,...,Ap sontdes valeurs propres deux a deux distinctes de u alors :

p
Y dim(Ey,) <n
i=1
» Lendomorphisme u a au plus n valeurs propres distinctes.

REMARQUE LorsqueAy,..., A, sont les valeurs propres deux a deux distinctes de u, le cas d’égalité dans la majoration
précédente nous intéressera tout particulierement dans la suite lorsque nous parlerons de diagonalisabilité.

I. 2. ELEMENTS PROPRES D’UNE MATRICE

IDENTIFICATION Dans ce qui suit, on identifiera trés souvent .4, 1 (K) et K.
On rappelle que I'application qui a x € K" associe la matrice colonne X € .4, (K) dont les coefficients sont les
coordonnées de x dans la base canonique de K" est un isomorphisme.



DEFINITION 2 - Eléments propres d’une matrice

Soit A € ./, (K) une matrice.

On dit que A € K est valeur propre de A s'il existe une matrice colonne X € .4, 1 (K) non nulle telle que
AX = AX.

On dit que X € 4,1 (K) est vecteur propre de A associé a la valeur propre A € K s'il est non nul et s'il vérifie
AX = AX.

Lensemble des valeurs propres de A, noté sp(A), est le spectre de A.

Si A e K est valeur propre de A, le sous-espace propre de A associé a la valeur propre A, noté E) (A) est :

Ex(A) = {X € Mn,1 (), AX = AX}

REMARQUES 2 —  Premiéres propriétés fondamentales

Le scalaire A € K est valeur propre de A si et seulement si A — Al,, n’est pas inversible, c’est-a-dire, si et seule-
ment si det(A — Al,) = 0. Cela équivaut a rg(A— Al,) < n.

En particulier, 0 est valeur propre de A si et seulement si A n’est pas inversible. Dans ce cas on a Eg(A) = KerA.
On peutrechercher les éléments propres d'une matrice en étudiant le systeme linéaire qui découle de1’équa-
tion AX = AX.

Les résultats précédemment établis pour les endomorphismes, a savoir les PROPOSITIONS 1, 2, 3, 4 se trans-
posent bien entendu au cas des matrices.

& EXEMPLE 2

Eléments propres de A = (1 1).

1 1

PROPOSITION 5 — Lien entre éléments propres d’un endomorphisme et d’une matrice

Soient u € Z(E) un endomorphisme, 98 = (ey,...,e,) une base de E et A = Mg (u).
On a alors sp(A) = sp(u) et pour tout A € sp(u) :

X1

n
x=) xie;€E\(u) < X=|: |€E\()

i=1
Xn

¢ EXEMPLE 3

Comparer les résultats obtenus entre 'item (1) des EXEMPLES 1 et 'EXEMPLE 2.

I.3. POLYNOMES ANNULATEURS

PROPOSITION 6 — Polynémes d’endomorphismes et de matrices et éléments propres

Soient u € Z(E) un endomorphisme, A € .4, (K) une matrice et P € K[X] un polynéme. On se donne A € K.

m SixeEjy(u),ona: Pw)(x)=PA)x m SiXeEj(A),ona: PAX) =PA)X




PROPOSITION 7 — Polynémes annulateurs et valeurs propres

Si P € K[X] est un polynéme annulateur d'un endomorphisme u € £ (E) (resp. d'une matrice A € .4, (K)) alors
toute valeur propre de u (resp. de A) est racine de P.

REMARQUE — Ce n’est qu’une inclusion!
Ce résultat donne que le spectre de u ou de A est inclus dans I'ensemble des racines du polynéme annulateur P
mais 'autre inclusion n’est pas réalisée en général.
Par exemple, le polynéme P(X) = X(X — 1) est annulateur de idg ou de I,, mais sp(idg) = sp(I,) = {1} alors que P
admet 0 et 1 pour racines.

I.4. POLYNOME CARACTERISTIQUE

En dimension finie, le scalaire A € K est valeur propre de u (resp. de A) si et seulement si u — Aidg (resp. A—Al,) n'est
pas inversible, c’est-a-dire, si et seulement si det(u — Aidg) = 0 (resp. det(A — AI,;) = 0). Par conséquent, les fonctions
A — det(u — Aidg) et A — det(A — AI,;) définies sur R ont un réle déterminant a jouer dans la suite.

Dans ce qui suit, E est supposé de dimension finie égale a n.

DEFINITION 3 —  Polynéme caractéristique d’un endomorphisme, d’une matrice
Soient u € Z(E) un endomorphisme et A € ¢, (IK) une matrice.
m  On appelle polynéme caractéristique de u la fonction notée x,, définie par:
VAek, xu(A)=det(Aidg—uw)
= On appelle polynéme caractéristique de A la fonction notée x5 définie par :
VAeK, xa(A)=det(Al,—A)

Les fonctions X, et xa sont des polyndmes de degré n.

REMARQUES

= On aurait pu choisir de poser, pour A € K, x,(A) = det(u — Aidg). Cette nouvelle définition et celle choisie
plus haut sont reliées par I'identité det(u — Aidg) = det(—(Aidg —u)) = (-1)" det(Aidg —u).
L'avantage de la définition choisie est donc que le polyndme caractéristique est unitaire.

m SiAe 4, ([K),ona, pour ek, det(Al,—A) = det((TAL,—-A) = det(Al, —AT) de sorte queAet AT ontle méme
polynoéme caractéristique.

PROPOSITION 8 — Expression du polynéme caractéristique

Soient u € Z(E) un endomorphisme et A € .#,,(IK) une matrice. En notant x, et xa les polyndmes caractéris-
tiquesde uetdeA,ona:

VAEK, YuA)=A"=TrA" 1 +---+(=1)"det(w) et  xa(A)=A"=Tr(AA" L +-..+ (=1)"det(A)

THEOREME 1 —  Polynéme caractéristique et valeurs propres

Un scalaire A € K est valeur propre d'un endomorphisme u € Z(E) (resp. d'une matrice A € .4, (K)) si et
seulement s’il est racine du polyndme caractéristique de u (resp. de A).




REMARQUES 3

(1) Cette fois-ci, le spectre de u ou de A est exactement I'ensemble des racines du polynéme caractéristique.

(2) On retrouve, puisque le polynéme caractéristique est de degré n, que u ou A ne peuvent avoir plus de n
valeurs propres distinctes.

(3) Lorsque K = C ou lorsque K = R avec n impair, on en déduit que u# ou A admet toujours au moins une
valeur propre.

(4) Lethéoreme précédent donne une méthode pratique pour obtenir les valeurs propres d'un endomorphisme
ou d'une matrice : il suffit d’exprimer le polyndme caractéristique et de trouver ses racines.

EXEMPLE 4

2 -1 1
Déterminer les éléments propresdeA=|-1 2 -1].
-1 1 0

PROPOSITION 9 — Polynéme caractéristique et spectre d’une matrice triangulaire

Soit A € ./, (K) triangulaire de coefficients diagonaux ay, ..., a, et de polyndme caractéristique xa.
n
Alors : XX =[[X-a) et sp@)={ay,...,an}

i=1

DEFINITION 4 —  Ordre de multiplicité d’une valeur propre

Soient u € £ (E) un endomorphisme et A € .4, (IK) une matrice. On note x, et xa les polyndmes caractéris-
tiques de u et de A.

On appelle ordre de multiplicité d'une valeur propre A € K de u (resp. de A) son ordre de multiplicité en tant
que racine du polyndme caractéristique de u (resp. de A).

EXERCICE 5 — Deux matrices semblables ont méme polynéme caractéristique

Montrer que deux matrices semblables ont méme polyndme caractéristique.
En déduire que deux matrices semblables ont mémes valeurs propres et avec les mémes multiplicités.

PROPOSITION 10 — Expressions du déterminant et de la trace en fonction des valeurs propres

Soient u € £ (E) un endomorphisme et A € ./, (K) une matrice. On note x, et xa les polynémes caractéris-
tiques de u et de A.

On suppose que X, (resp. xa) est scindé sur K et on note Ay, ..., A, les valeurs propres de u (resp. de A) comp-
tées avec leurs ordres de multiplicité. Alors :

n n n n
Tr(w)=) A; et det(w)=[]A;  (resp. Tr(A) =) _A; et det(A) =[]\
iz i=1 i=1 i=1

REMARQUE Autrement dit, pour un endomorphisme ou une matrice, la trace est égale a la somme des valeurs

propres et le déterminant au produit des valeurs propres, ces derniéres étant dans les deux cas comptées avec
leurs ordres de multiplicité.

Mais attention, ce résultat n’est valable que lorsque le polynéme caractéristique est scindé, ce qui est toujours
lecassiK =C.



¢ EXEMPLE 6

Pour la matrice A € /3 (R) suivante, étudier si la trace est égale a la somme des valeurs propres comptées avec
leurs ordres de multiplicité.

1 1 0
A=(-1 1 2
0 0 2

Reprendre I'étude en considérant A comme une matrice de .#5(C).

&% ExeRciCE 7 — Valeurs propres complexes d’une matrice réelle

1. Soit P € R[X] un polyndme a coefficients réels.
Montrer que si A € C est racine de P alors A I'est aussi.

2. Soit A € 4, (R) une matrice réelle.
Déduire de la question précédente que si A € C est une valeur propre complexe de A de multiplicité p
alors A est également valeur propre de A de multiplicité p.

3. Soit M € .4, (R) une matrice réelle vérifiant M2 +1,, = 0.
Déterminer les valeurs propres complexes de M et en déduire Tr(M) et det(M).

PROPOSITION 11 — Dimension d’un sous-espace propre et multiplicité

Soient u € Z(E) un endomorphisme et A € .4, (K) une matrice.
Si A € K est valeur propre de u (resp. de A) de multiplicité m () alors :

1 <dim(E) (w) < m(\) (resp. 1 <E)(A) < m(A))

PROPOSITION 12 —  Valeurs propres simples

Soient u € Z(E) un endomorphisme et A € .4, (IK) une matrice.
Si A e K est valeur propre simple de u (resp. de A), alors le sous-espace propre associé est de dimension 1.

Il. ENDOMORPHISMES ET MATRICES DIAGONALISABLES
Dans ce qui suit, E est supposé de dimension finie égale a n.

I1. 1. DIAGONALISATION

DEFINITION 5 —  Endomorphisme et matrice diagonalisable
Soient u € £ (E) un endomorphisme et A € ./, (IK) une matrice.

= On dit que u est diagonalisable il existe une base de E dans laquelle sa matrice est diagonale.

= On dit que A est diagonalisable si elle est semblable a une matrice diagonale, c’est-a-dire s'il existe une
matrice D € .4, (K) diagonale et une matrice P € GL, (K) inversible telles que P~*AP = D.

REMARQUE SiA estlamatrice d'un endomorphisme u alors A est diagonalisable si et seulement u est diagonalisable.
En particulier, une matrice A est diagonalisable si et seulement si son endomorphisme canoniquement associé
est diagonalisable.



&% Exercice 8

On suppose que A € 4, (KK) est diagonalisable. Il existe donc une matrice D € ./, (K) diagonale et une matrice
P € GL,(K) inversible telles que P~'AP = D.
Montrer que les coefficients diagonaux de D sont les valeurs propres de A comptées avec leurs multiplicités.

PROPOSITION 13 - Diagonalisation et éléments propres
Soit u € Z(E) un endomorphisme. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) u estdiagonalisable.

(2) Ilexiste une base de E formée de vecteurs propres de u.

(3) OnaE= @ E\(w.
Aesp(u)

II. 2. CRITERES DE DIAGONALISABILITE

THEOREME 2 - Caractérisation de la diagonalisabilité des endomorphismes et matrices

Soient u € Z(E) un endomorphisme et A € ¢, (IK) une matrice.
Alors u (resp. A) est diagonalisable si et seulement si la somme des dimensions de ses sous-espaces propres
est égale a n, c’est-a-dire si :

Y dimEy(w)=n  (resp. Y dimEj(A)=n)
Aesp(u) Aesp(A)

#% EXERCICE9 — Matrice n’ayant qu’une seule valeur propre

Soit A € 4, (K) une matrice ne possédant qu'une seule valeur propre A € K.
Montrer que A est diagonalisable si et seulement si A = Al,.

Un résultat similaire pourrait étre énoncé pour un endomorphisme.

THEOREME 3 —  Caractérisation de la diagonalisabilité avec le polynéme caractéristique

Soient u € Z(E) un endomorphisme et A € .4, (IK) une matrice.

Alors u (resp. A) est diagonalisable si et seulement si son polyndme caractéristique est scindé sur K et si, pour
toute valeur propre, la dimension du sous-espace propre associé est égale a 'ordre de multiplicité de cette
valeur propre.

PROPOSITION 14 - Une condition suffisante de diagonalisabilité

Soient u € Z(E) un endomorphisme et A € .4, (K) une matrice.
Si u (resp. A) posséde n valeurs propres distinctes alors u (resp. A) est diagonalisable et chaque sous-espace
propre est de dimension 1.




[2 METHODE — Diagonalisation d’une matrice

s

Soit A € 4, (K) une matrice. On souhaite savoir si elle est diagonalisable et la diagonaliser le cas échéant.
(1) On commence par déterminer les valeurs propres A1,...,A, de A.

= Sila matrice A est triangulaire, ses valeurs propres se lisent directement sur sa diagonale;
= Sinon, on calcule son polynéme caractéristique A — det(AI,, — A) et on détermine ses racines.

(2) On détermine des bases des sous-espaces propres E, , .. .,E)\p de A en résolvant, pour X € 4,1 (K), les
systemes AX = AX pour A dans {A1,..., A}

(3) On utilise un des critéres de diagonalisabilité pour savoir si A est diagonalisable.
(4) Dans le cas ou A est diagonalisable, diagonaliser A consiste a :

= Donner la matrice de passage P de la base de départ vers une base formée de vecteurs propres de
A. On constitue cette base en concaténant les bases des sous-espaces propres Ey ..., Ey , trouvées
al'étape (2).

= Donner la matrice D diagonale vérifiant P~'AP = D. Les éléments diagonaux de D sont les valeurs
propres de A énumérées avec leurs ordres de multiplicité.

REMARQUE Les valeurs propres de A sur la diagonale de D apparaissent dans le méme ordre que
celui utilisé pour concaténer les bases des sous-espaces propres de A.

EXEMPLES 10

Etudier la diagonalisabilité des matrices suivantes et les diagonaliser le cas échéant :

3 -6 -2 1 11 -4 6 -3
A=|0 1 0 B=10 1 1 C=(-1 3 -1
4 -12 -3 0 0 1 4 -4 3

II.3. DIAGONALISATION ET POLYNOMES ANNULATEURS

THEOREME 4 — Théoréme de Cayley-Hamilton

Soient u € Z(E) un endomorphisme et A € ., (IK) une matrice.
Alors les polyndmes caractéristiques x,, et xa de u et A sont des polynémes annulateurs de u et A respective-
ment, c’est-a-dire que :

Xu() =0 et XaA) =0

THEOREME 5 - Diagonalisabilité et polynémes annulateurs

Soient u € Z(E) un endomorphisme et A € .4, (K) une matrice.
Alors u (resp. A) est diagonalisable si et seulement si u (resp. A) admet un polynéme annulateur scindé a
racines simples.

EXEMPLES 11

(1) Endimension finie, montrer que tout projecteur et toute symétrie de E est diagonalisable.

(2) SiAe€ .#,(C) est une matrice vérifiant A =1I,,, établir que A est diagonalisable dans ., (C).



REMARQUE On peuten faire préciser le THEOREME 5 et prouver que si u € £ (E) est un endomorphisme et A € .4, (K)
une matrice alors u (resp. A) est diagonalisable si et seulement si u (resp. A) admet

[] &= resp. [ X-=A)
Aesp(u) Aesp(A)

pour polynéme annulateur.

PROPOSITION 15 -  Diagonalisabilité d’un endomorphisme induit

Soient u € £ (E) un endomorphisme et F un sous-espace vectoriel de E stable par u.
Si u est diagonalisable alors I'endomorphisme ur induit sur F par u est également diagonalisable.

I1l.  ENDOMORPHISMES ET MATRICES TRIGONALISABLES

Dans ce qui suit, E est supposé de dimension finie égale a n.

DEFINITION 6 — Endomorphisme et matrice trigonalisable
Soient u € Z(E) un endomorphisme et A € ., (IK) une matrice.

= On dit que u est trigonalisable s'il existe une base de E dans laquelle sa matrice est triangulaire supé-
rieure.

= On dit que A est trigonalisable si elle est semblable a une matrice triangulaire supérieure, c’est-a-dire
s’il existe une matrice T € 4, (K) triangulaire supérieure et une matrice P € GL, () inversible telles que
PIAP=T.

REMARQUES 4

(1) Soit %8 = (ey,...,e,) une base de E.
La matrice de u dans la base 98 est triangulaire supérieure si et seulement si :
Vie[l,n—1], ule;)e Vect(ey,...,e;)
(2) SiAestlamatrice dun endomorphisme u alors A est trigonalisable si et seulement u est trigonalisable.
En particulier, une matrice A est trigonalisable si et seulement si son endomorphisme canoniquement as-
socié est trigonalisable.
(3) On peut montrer que sur la diagonale de T figurent les valeurs propres de A énumérées avec leurs ordres de
multiplicité.

THEOREME 6 — Caractérisation de la trigonalisabilité

Soient u € Z(E) un endomorphisme et A € ., (IK) une matrice.
Alors u (resp. A) est trigonalisable si et seulement si son polynéme caractéristique est scindé sur K.

PROPOSITION 16 - lecasK= C

SiK =C, tout endomorphisme de E et toute matrice de .4, (C) est trigonalisable.

[ METHODE -  Trigonalisation d’une matrice

Soit A € 4, (K) une matrice. On souhaite savoir si elle est trigonalisable et la trigonaliser le cas échéant.

(1) On commence par calculer le polyndme caractéristique A — det(AI,, — A) de A et on étudie s’il est scindé
afin de savoir si A est trigonalisable.



(2) Dans le cas ol A est trigonalisable, en notant a 'endomorphisme canoniquement associé a A, on
construit une base dans laquelle la matrice de a est triangulaire supérieure.

m  On recherche les valeurs propres de A et on détermine une base des sous-espaces propres asso-
ciés. En concaténant ces bases, on définit une sous-famille libre .# dans laquelle le « début » de la
matrice de a est diagonal et donc triangulaire supérieur.

» On complete la famille libre .7 en une base % avec des vecteurs permettant d’assurer que la ma-
trice de a dans cette base est triangulaire supérieure.

= On donne la matrice de passage P de la base de départ vers la base 4.
= On exprime la matrice T triangulaire supérieure vérifiant P~'AP = T.

¢ EXEMPLE 12

1 1 -1
Ftudier silamatrice A=(0 1 0 | esttrigonalisable et la trigonaliser le cas échéant.
1 -3 3

IV. APPLICATIONS

IV. 1. CALCUL DES PUISSANCES D’UNE MATRICE

[ METHODE ~—  Calcul des puissances d’une matrice par diagonalisation (ou trigonalisation)

Soit A € ./, (K) une matrice dont on cherche a calculer les puissances A¥ pour k € N. On suppose que la
matrice A est diagonalisable.

(1) On explicite P € GL,(K) inversible et D € .4, (KK) diagonale telles que P"*AP =D i.e. A= PDP™!,
(2) On démontre par récurrence que AF = PD*P~! pour k e N.

(3) Apres calcul de P~! et de DX —ce qui est aisé puisque D est diagonale—, on peut alors exprimer A*.

REMARQUE Si A est seulement trigonalisable, la méthode peut étre mise en ceuvre mais le calcul des puis-
sances de la matrice triangulaire T semblable & A peut poser des difficultés.

& EXEMPLE 13

Calculer les puissances de la matrice A = (g _3).

IV. 2. SUITES RECURRENTES LINEAIRES

Nous étudions des suites récurrentes linéaires d’ordre p = 1 quelconque. Dans cette partie, nous travaillerons sur un
exemple mais les méthodes utilisées peuvent facilement s’adpater pour traiter d’autres cas.

# EXEMPLE 14
On considére (u,) ,en une suite définie par la donnée de 1y, u; et uy et vérifiant :
VnelN, upiz+3upio—upe1—3u,=0

Le but est d’exprimer u,, en fonction de n € N et des données initiales 1, u; et uy.

Pour ce faire, on pourra suivre la méthode suivante :

10



[2 METHODE — (A savoir adapter a d’autres situations)

(1)

)

3)

On pose :

Up
VneN, U,=|up+
Un+2

et on détermine une matrice A € .#3(K) telle que :
vnelN, Up41 =AU,

On prouve par récurrence que U, = A"Uj pour 7 € N, la matrice colonne Uy contenant les conditions
initiales ug, u; et uy.

On calcule A" puis U, = A"U, ce qui nous donne u,, en observant la premiére coordonnée de U,,.

IV.3. SYSTEMES DIFFERENTIELS LINEAIRE DU PREMIER ORDRE

Nous étudions dans la suite des systémes différentiels linéaires du premier ordre. Dans cette partie, nous travaillerons
sur un exemple mais les méthodes utilisées peuvent facilement s’adpater pour traiter d’autres cas.

& EXEMPLE 15

On cherche a déterminer les fonctions x; : R — R et x» : R — R dérivables sur R vérifiant :

x1 (1) = 4x1(8) = 2x2(2)

vieR, {x;(r) = 31,(0) — %2(0)

Le but est donc d’expliciter les fonctions x; et x,.

Pour ce faire, on pourra suivre la méthode suivante :

[ METHODE — (A savoir adapter a d’autres situations)

(1)

)

3

)

5)

On pose:

VieR, X(f)= (xlm)

x2(1)
et on détermine une matrice A € /> () telle que :
VieR, X'(r)=AX(r)
On vérifie que A est diagonalisable et on donne P € GL, (K) et D = diag(A1,A») € 4> (K) diagonale telles
que A=PDP!.

On réalise le changement d’'inconnue X = PY, ou de facon équivalente Y = P~'X, et 'on remarque que
celadonne: X' =AX <= PY =APY < Y =P !APY < Y =DV.

On résout alors le systeme différentiel diagonal Y’ = DY ligne par ligne. Plus précisément, en notant y;
et y les fonctions coordonnées de Y dans la base canonique de K2, I'identité Y = DY donne :

Y16 = Aiyi()
V5() = A2y ()

VteR, {

d’ot1'on déduit immédiatement :
3(C,C) eK?, VEeER, yi(H=CieMl et yo(r) = Crel??

On conclut en calculant X = PY. Les constantes C; et C, peuvent étre déterminées si une condition
initiale est donnée.
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