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Dans la suite K désigne R ou C. On note R, 'ensemble R, U {+oo} sur lequel on a prolongé la relation d’ordre de R en
posant, pour tout x € R, x < +oo.

NoTION DE BORNE SUPERIEURE SUR R On rappelle que si A c R est une partie non vide majorée, alors A admet
une borne supérieure, notée sup A. Cette borne supérieure est caractérisée par le fait que, pour tout x € A, on a
X < supA et par le fait que, pour tout € > 0, il existe x € A tel que supA—e < x.
Dans le cas o1 A est une partie non vide non majorée, on convient que supA = +oco.

I. SERIES ENTIERES

I. 1. DEFINITION

DEFINITION 1 -  Série entiére

m  On appelle série entiere d'une variable complexe toute série de fonctions Z u, pour laquelle il existe une
suite (ay) ,en a valeurs complexes telle que :

Vn=0, VzeC, u,(z)=a,z"

Cette série entiére est notée Z anz", les complexes (a,) ,en sont les coefficients de la série entiere.

= On appelle série entiére d'une variable réelle toute série de fonctions Z up pour laquelle il existe une
suite (a,) ,en a valeurs complexes telle que :

Vn=0, VxeR, u,(x) =a,x"

Cette série entiére est notée Z anx", les complexes (an) ,en sont les coefficients de la série entiére.



REMARQUE Si certains coefficients d'une série entiere sont nuls, on modifie parfois la notation habituelle Z a,z".
Par exemple, la notation Z a z2" désigne la série entiere Z b,z" avec, pour tout n €N, byy,41 =0 et by, = ay.

Dans la suite, tant qu’on ne spécifie pas si la variable d'une série entiére est réelle ou complexe, il faut comprendre
que le résultat est valable dans les deux cas. Pour ne pas alourdir les énoncés, on choisit d’adopter la notation la plus
générale ) a,z" d’une série entiere de la variable complexe.

I.2. RAYON DE CONVERGENCE

THEOREME 1 — Lemme d’Abel

Soient (a,) ;e Une suite complexe et p € RY.
Sila suite (a,p™) nen est bornée alors, pour tout z € C tel que |z| < p, la série Z a,z"" converge absolument.

DEFINITION 2 — Rayon de convergence

Soit ) a,z" une série entiére.
On appelle rayon de convergence de la série entiere Z anz" I'élément R € R, défini par :

R=sup{p€eR?, (@np")nen est bornée}

PROPOSITION 1 - Disque ouvert de convergence

Soient Z anz" une série entiere de rayon de convergence Ret z€ C.

m Si|z| <R, alors Z anz" converge absolument.

= Si|z| >R, alors Z anz" diverge grossiérement.

VOCABULAIRE
m Dansle cas d'une série entiére de la variable complexe, on appelle Divergence
disque ouvert de convergencel’ensemble : grossiére

B(O,R)={z€C, |z| <R}

m Dans le cas d'une série entiére de la variable réelle, on appelle
intervalle ouvert de convergencel’ensemble | -R,R[.

] [ Convergence
_R 0 R absolue
Divergence Convergence Divergence
grossiere absolue grossiere Incertitude
Incertitude Incertitude .
Disque ouvert de
Intervalle ouvert de convergence] —R,R[ dans R convergenceB(0,R) dansC

REMARQUES 1

m Le rayon de convergence R est nul (resp. infini) si et seulement si la série entiere Z anz" ne converge que
pour z =0 (resp. converge pour tout z € C).

m Les séries entieres Z a,z" et Z la,|z"* ont méme rayon de convergence.

s Comme on le verra plus loin avec quelques exemples, on ne peut rien dire a priori du comportement de la
série Y_a,z" pour |z| =R.



a
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PROPOSITION 2 — Détermination du rayon de convergence par la régle de d’Alembert

Soit Z a,z" une série entiere dont on note R le rayon de convergence. On suppose que :

[ METHODE ~—  Détermination du rayon de convergence

convergence par la régle de d’Alembert.

tion précédente. Size C:

& EXEMPLES 1

Donner le rayon de convergence des séries entieres suivantes :

Soit Z anz" une série entiere dont on cherche a déterminer le rayon de convergence R.

Une premiére méthode est d’essayer d'utiliser la proposition précédente de détermination du rayon de

Une autre méthode consiste a revenir a la définition du rayon de convergence et a s’appuyer sur la proposi-

Si 'une des conditions suivantes est vérifiée : Si 'une des conditions suivantes est vérifiée :
» Lasuite (a,,2") e est bornée. s Lasérie )_|a,z"| est divergente.
m La suite (a,2") en €St convergente. m Lasérie Z anz" est divergente.
m Lasérie Z anz" est convergente. m Lasuite (a;z")en ne tend pas vers 0.
m Lasérie Z anz" est absolument convergente. m La suite (a,2") nen N'est pas bornée.
AlorsR = |z| AlorsR < |z|

(1 Y z" (3) ) 2"z" (5) Y sin(n)z" (7) > nlz"
n=0 n=0 n=0 n=0
z" (-n" z" 2
0] ) ) z" (6) — ®) nlz"
I;I n r;02”+1 n=0 1! rgo
PROPOSITION 3 — Comparaison de rayons de convergence

m Sila,| <|b,| a partir d'un certain rang ou si a, = O(b,,) alors R, = Ry,

m Sila,l ~ |b,lalorsR,;=Ry.

+00

Soient Z anz" et Z b,z" deux séries entieres de rayons de convergence respectifs R, et Ry,.

REMARQUE Onrappelle quesi a, = o(b,) alors a, = O(by,) de sorte que le premier point de la proposition précédente

s’applique aussi dans ce cas.
& EXEMPLES 2

Donner le rayon de convergence des séries entieres suivantes :

(1) Y esinngn @) Y sin@2™Mz"

n=0 n=0




& ExempLes3 — Comportement d’une série entiére sur la frontiére
Le comportement d’'une série entiére sur la frontiere de son disque de convergence peut étre tres variable.

Dans les cas suivants, donner 'intervalle I de convergence de la série entiére et étudier sa convergence sur la
frontiere de I.

n
n=0 n=1 I

UNDIE ® L @ Y=

I.3. OPERATIONS SUR LES SERIES ENTIERES

PROPOSITION 4 — Multiplication par un scalaire

Soient Z anz" une série entiere de rayon de convergence R, et A € C*.
Alors la série entiere Z Aa,z" est de rayon de convergence R,.

REMARQUE Si|z| <Ry, les séries Z a,z" et Z)\anz" convergent absolument et :

+00 +00
Y Aapz"=\)_ anz"
n=0 n=0

PROPOSITION 5 — Somme

Soient Z a,z" et Z b,z" deux séries entieres de rayons de convergence respectifs R, et Ry,.
Alors le rayon de convergence R de la série entiere Z (an+by)z" vérifie R = min(R,, Rp) avec égalité si R, # Ry,.

REMARQUE  Si|z| <min(Rg,Rp), les séries Y anz”", Y b,z" et ) (an+by,)z" convergent absolument et :

+00 +00 +00
(an+by)z" = Z a,z" + Z byz"
n=0 n=0

n=0
EXempPLE — LecasR;=Ry
Les séries entieres Z z" et Z — 2" sont de rayons 1 mais leur somme Z 0z" est de rayon +oo.
n=0 n=0 n=0
PROPOSITION 6 —  Produit

Soient ) _a,z" et )_b,z" deux séries entiéres de rayons de convergence respectifs R, et Ry,.
On définit la suite (cy) e par:

n
VneN, c¢,= Z axbp_x
k=0

La série entiere Z cn2", appelée produit de Cauchy des deux séries entiéres Z anz" et Z b,z", est de rayon
de convergence R = min(R,, Rp).

REMARQUES

» Si|z| <min(R,,Ryp), les séries ) a,z", ) bpz" ety c,z" convergent absolument et :
+00 +o0o +00
(Z anz”) (Z bnz”) =) cp2"
n=0 n=0 n=0

= On ne peutrien dire de plus sur R méme si R, #Ry,.
Par exemple, si (a;)pen = (D) pen €t si (bp)pen = (1,—-1,0,0,...) alors (¢p)peny = (1,0,0,...) etona R, =1 et
Rp = +o0o mais R = +o0.



s

EXEMPLE 4
En effectuant un produit de Cauchy, prouver que :
+00
VYzeB(0,1), (n+1)z"=——
n;o 1-2)?

REGULARITE DE LA SOMME D’UNE SERIE ENTIERE

1. CONTINUITE

THEOREME 2 - Convergence normale sur tout segment de Uintervalle ouvert de convergence

Soit ) a,x" une série entiere de la variable réelle de rayon de convergence R.
La série de fonctions Z a,x" converge normalement sur tout segment [—r,r] avec 0 < r < R inclus dans le
disque ouvert de convergence ] -R, R[.

REMARQUE 2 La convergence normale n'a a priori pas lieu sur ] —R, R [ tout entier; penser au cas de Z x".

n=0

VocaBULAIRE Dans la suite, si Z anz" est une série entiere de rayon R, on appelle fonction somme de cette série

entiere la fonction S définie sur 'ensemble D des points ot1 la série entiere converge simplement par :
+00
VYzeD, S(@)=) anz"
n=0

Par définition du rayon de convergence, on a B(0,R) € D < Br(0,R) dans le cas d’'une variable complexe et, dans le
cas d’'une variable réelle, | -R,R[c D c [-R,R].

THEOREME 3 - Continuité sur Uintervalle ouvert de convergence

Soit Z a,x" une série entiere de la variable réelle de rayon de convergence R.
La fonction somme S de la série entiére Z anx" est continue sur I'intervalle ouvert de convergence ] —R,R[.

EXEMPLE 5

n
. - ‘s X .
Prouver que la fonction somme de la série entiére ) _ — estcontinuesur]-1,1[.
n=1

ReEmMARQUE Il n'y a pas de résultat général pour la continuité aux points +R.

Un cas favorable est celui ol la série Z a,R" converge absolument puisque, dans ce cas, la série entiére converge
normalement sur [—R,R] ety est donc continue.

EXEMPLE 6

n

. s X , . .
Reprendre I'exemple de la somme de la série entiere Z — et prouver qu’elle est en fait continue sur [-1,1].
nz1

THEOREME 4 —  Continuité sur le disque ouvert de convergence

Soit Z a,z" une série entiere de la variable complexe de rayon de convergence R.
La fonction somme S de la série entiere ) a,z" est continue sur le disque ouvert de convergence B(0,R).




REMARQUE La continuité de la somme d’'une série entiere d'une variable complexe est a comprendre au sens de la
continuité d'une application de 'espace vectoriel normé (C, |-|) dans lui-méme.

II. 2. INTEGRATION

THEOREME 5 — Intégration sur Uintervalle ouvert de convergence

Soit ) a,x" une série entiere de la variable réelle de rayon de convergence R.
On désigne par F une primitive de la somme S de la série entiére Z anx" sur]-R,R[. Alors:

+00 n+1
Vxe]-R,R[, F(x)=F(0)+ a
] [, F(x)=F(0) ;0 nTT
II. 3. DERIVATION
PROPOSITION 7 — Rayon de convergence d’une série dérivée

Soit Z anz" une série entiere de rayon de convergence R.
Alors les séries Y anz" et Y na,z"' =Y (n+1)a,+12" ont méme rayon de convergence.

THEOREME 6 — Dérivation sur Uintervalle ouvert de convergence

Soit ) a,x" une série entiere de la variable réelle de rayon de convergence R.
La fonction somme S de la série entiére Zanx” est de classe ¥ sur l'intervalle ouvert de convergence
]1—R,R[ et on obtient ses dérivées successives en dérivant terme a terme la somme :

+00 +00 (I’l+k)'
Vk=0, Vxel-RR[, S®)=3Y nn-D-m-k+Danx" =Y —ax"
n=k n=0 n:
N S (0)
En particulier : VneN, a,= po

REMARQUE Le théoréme précédent montre que si Zanx" est une série entiere de la variable réelle de rayon de
convergence R > 0 alors sa somme S vérifie :

+oos(n) 0
Yxe]-R,R[, Sx)=)_ ©
n=0 n!

1. DEVELOPPEMENT EN SERIE ENTIERE

IIl. 1. FONCTIONS DEVELOPPABLES EN SERIES ENTIERES

DEFINITION 3 —  Fonction développable en série entiére

Soit f:1— C une fonction définie sur un intervalle I avec 0 € I.
On dit que f est développable en série entiére s'il existe une série entiere de la variable réelle Z anx" de rayon
de convergence R>0etr €]0,R[ tels que:

+00
vxel-r,rl, f)=) ax"
n=0



REMARQUES

» FEtre développable en série entiere ne veut pas dire étre globalement égal 4 la somme d’une série entiere mais
simplement coincider avec la somme d’une série entiere sur un intervalle ouvert non vide centré en 0.

m Une fonction développable en série entiére est donc de classe 4’ sur un voisinage de 0. Mais cette condition
n’est pas suffisante.
Par exemple, on peut montrer que la fonction définie par f(x) = exp(~1/x?) pour x € R* et £(0) = 0 est de
classe ¥ sur R mais qu’elle n'est pas développable en série entiére.

m Avec les propriétés sur les opérations sur les séries entieres, les combinaisons linéaires, produits, dérivées et
primitives de fonctions développables en séries entieres sont développables en séries entiéres.

DEFINITION 4 —  Série de Taylor

Soit f une fonction de classe ¢ au voisinage de 0.
(n) (0)
On appelle série de Taylor de f la série entiére ) f—'x”.
n!
RemArRQUE Une fonction de classe " sur un voisinage de 0 est développable en série entiére si et seulement si elle
est égale a la somme de sa série de Taylor sur un intervalle | —r, 7 [ avec r > 0.

THEOREME 7 —  Unicité du développement en série entiére

Soient Z a,x" et Z b,x" deux séries entieres de la variable réelle de rayons de convergence R, et Rj,.
On suppose qu’il existe r € ]0, min(R4, Rp) [ tel que :

+00 +o0
VXE]—r,r[, Zdnxn=2bnx”
n=0 n=0

Alors les suites (ay) ,en €t (bn) nen SONt égales.

&% EXERCICE7 — Fonction développable en série entiére et parité

Soit f une fonction paire qui est développable en série entiere. Montrer que les coefficients d’indice impair de
son développement en série entiere sont nuls.

REMARQUE De méme, pour une fonction impaire développable en série entiére, les coefficients d'indice pair de son
développement en série entiére sont nuls.

IIl. 2. DEVELOPPEMENT EN SERIE ENTIERE DES FONCTIONS USUELLES

THEOREME 8 — Développement en série entiére usuels

Fonction exponentielle :

+00 4.1
VxeR, e*=) —
n=0 n!
Fonctions hyperboliques :
+00 42n +00 x2n+1
VxeR, chx) = et sh(x)= ) ———
) ,,;0 @n)! 0 ,1;0 @n+1)!

Fonctions circulaires :
+00 xZn +00 2n+1
VxeR, cos(x)= -1" et sin(x) = -HNt—
« ,;o( ) (2n)! () ,;)( ) 2n+1)!




Fonctions puissances :

+w _— “oe —_—
YaeR, Vxe]-1,1[, (1+x)a220‘(0( D--(a-nt+1)

n=0

n

n!

Fonction logarithme népérien :
+00 xn
vxel-1,1[, In(d+x) =) (-D"1=
n=1 n

Fonction arctangente :

+00 2n+1
X
¥Yxe]-1,1[, Arctan(x)= ) (-1)"
=0 2n+1
REMARQUE On a en particulier les développements suivants sur]—1,1[:
1 +00 1 +00 +00 .11
Vxel-1,1[, — =) (-D"x", — =) x" et Inl-x)=-) —
! [ l+x nz='0 1-x n;o r;ln

¢ EXEMPLE 8

Donner le rayon de convergence et la somme des séries entiéres suivantes :

(1) ) sh(m)x" @2 Y n’x"
n=0 n=0
[ METHODE —  Montrer qu’une fonction est développable en série entiére

Pour prouver qu'une fonction f donnée est développable en série entiére, on peut essayer de :
m Réaliser des manipulations sur I'expression de la fonction f pour faire apparaitre des développements
en série entiéres usuels;

s En utilisant les THEOREMES 5 et 6, procéder par dérivation ou primitivation d’'un développement en
série entiere connu;

= Se servir de la « méthode de I'’équation différentielle » qui sera étudiée plus loin.

& EXEMPLES 9

Justifier que les deux fonctions suivantes sont développables en série entiére et donner leurs développements
ainsi que le rayon de convergence associé :

(1) f:x—1In(x*-5x+6) (2) f:x— Arcsinx

IIl. 3. DEVELOPPEMENTS EN SERIE ENTIERE COMPLEXES

PROPOSITION 8 -  Série géométrique

La série entiere de la variable complexe Z 2", appelée série géométrique, est de rayon de convergence 1.
n=0

1
1-z

+00
De plus : YzeB(0,1), Zz”:
n=0




PROPOSITION 9 —  Série exponentielle

n
. . . Z P ,
La série entiére de la variable complexe Z — appelée série exponentielle, est de rayon de convergence +oco.
n=0
Sa somme est appelée exponentielle complexe, notée exp, etona:

+00 n
VzeC, exp(z)= —
n=0 n!
PROPOSITION 10 — Exponentielle complexe d’une somme
Pour z;,z2€C,ona: exp(z1 + z2) = exp(zy) exp(z2)

ReEmMArRQUE En premiere année, on a prolongé la fonction exponentielle réelle a C en posant, pour z = x+iy € C,
e* = e*(cos(y) + isin(y)). Ces deux définitions, bien heureusement, coincident. En effet :

+00 (ly)n +0o yZp +00 y2p+1
[ = = —1P / I Y O — 7l
exp(iy) n2=:O - p;o( 1 @) + lp;()( 1) epiDi cos(y) + isin(y)

De plus, par le développement de I'’exponentielle sur R, on a e* = exp(x). Finalement :

e = e*(cos(y) +isin(y)) = exp(x) exp(iy) = exp(x +iy) = exp(z)

Il. 4. « METHODE DE L’EQUATION DIFFERENTIELLE »

[ METHODE — Meéthode de ['équation différentielle

Dans certains cas, la méthode dite « de '’équation différentielle » permet de justifier qu'une fonction f est
développable en série entiere et de déterminer son développement. On procede par analyse — synthese de la
facon suivante :

(1) On établit une équation différentielle linéaire a coefficients polynomiaux (E) satisfaite par la fonction f.
(2) Par analyse, on cherche une solution de (E) sous la forme de la somme d’une série entiére.

(3) Pourlasynthese, on vérifie que la série entiere trouvée a l'étape précédente est de rayon de convergence
non nul et que sa somme S est bien solution de (E).

(4) Par connaissance des solutions de (E) ou par un argument d'unicité d'un probléme de Cauchy associé a
(E), onrelie S et f pour en déduire que f est développable en série entiére et donner son développement.

¢ EXEMPLE 10

On introduit la fonction fy définie par fy(x) = (1+ x)* pour x €] -1, +o0[, o1 « € R\N.
Justifier que fy est développable en série entiére et déterminer son développement ainsi que le rayon de
convergence associé.



