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Dans ce chapitre, E désigne un R—espace vectoriel.

I. PRODUIT SCALAIRE ET NORME ASSOCIEE

I. 1. PRODUIT SCALAIRE

DEFINITION 1 —  Produit scalaire

On appelle produit scalaire sur E toute application ¢ : E x E — R vérifiant :
s Linéarité agauche: Vx,y,z€E, VAekK, @Ax+y,z)=A@(x, 2)+@(y,2).
m Symétrie: Vx,ye€E, @, y) =9, x).
m Positivité: VxeE, ¢(x,x)=0.

m Caracteredéfini: VxeE, ¢@(x,x)=0 = x=0.

NoTATiONs Si ¢ est un produit scalaire et si x, y € E, alors le réel ¢(x, y) est appelé le produit scalaire des vecteurs x
et y.Onle note (x|y), (x,y), (x|y) ouencore x- y.

VocABULAIRE  Sile R—espace vectoriel E est muni d'un produit scalaire, on dit que c’est un espace préhilbertien. S'’il
est de plus de dimension finie, on dit que c’est un espace euclidien.

REMARQUES

m Par symétrie, la linéarité a gauche implique la linéarité a droite. Ainsi ¢ est bilinéaire.
m Le caractere défini est une équivalence, c’est-a-dire que si x = 0 alors ¢(x, x) = 0 (par linéarité a gauche ou a
droite). De plus, si x € E vérifie x # 0 alors ¢(x, x) > 0.



& ExempLes 1 — Des produits scalaires usuels

s Produit scalaire canonique sur R”

Pour tous x = (x1,...,X,) et y = (xy,..., X;) éléments de R", on pose :
n
xly) =Y xiyi
i=1

Cette application est un produit scalaire sur R” comme on peut facilement le vérifier. Il est appelé pro-
duit scalaire canonique de R".

s Produit scalaire canonique sur ./, (R)

Pour A = (a;,;) et B = (b;,;) deux matrices de .4, (R), on pose :

n n
(AIB)=)_Y aj b j=Tr(ATB)
i=1j=1

Cette application est un produit scalaire sur .4 (R) comme on peut facilement le vérifier. Il est appelé
produit scalaire canonique de 4, (R).

s Un produit scalaire sur ¢ ([a, b],R)

Pour f et g deux fonctions de €([a, b],R), on pose :

b
(f1g) =f fng®de
a

Cette application est un produit scalaire sur 6 ([ a, b],R) comme on peut facilement le vérifier.

DEFINITION 2 —  Espace préhilbertien réel, espace euclidien
On appelle espace préhilbertien réel tout R—espace vectoriel muni d'un produit scalaire.

Lorsque I'espace vectoriel est de dimension finie, on parle d’espace vectoriel euclidien.

A partir de maintenant, E désigne un espace préhilbertien réel dont le produit scalaire est noté (-|-).

I.2. NORME ASSOCIEE A UN PRODUIT SCALAIRE

DEFINITION 3 -  Norme associée a un produit scalaire

On appelle norme (euclidienne) associée au produit scalaire (-,-) 'application :

E - [R+
x —  lxll=v(xlx)
REMARQUE Pour le moment, rien ne dit que la norme euclidienne est une norme. Mais nous y viendrons!

A partir de maintenant, E désigne un espace préhilbertien réel dont le produit scalaire est noté (-|-) et dont la norme
associée est notée || - |.



PROPOSITION 1 — Identités remarquables
Soient x et y deux éléments de E.On a:
M lx+yl% =lxl®+20x1y) + 1 yI1?

1
2 xly= > (lx+ylI2=1x1? = lyl?) (identité de polarisation)

REMARQUE La norme euclidienne est définie a partir du produit scalaire. Réciproquement, I'identité de polarisa-
tion montre que, connaissant la norme euclidienne, on retrouve le produit scalaire.

PROPOSITION 2 - [négalité de Cauchy-Schwarz

La norme euclidienne || - || associée au produit scalaire (:|-) vérifie :
Y(x,y) €E3 |(xIp)|<lxllyl

De plus, il y a égalité si et seulement si x et y sont proportionnels, c’est-a-dire si et seulement si il existe A € R
tel que y = Ax ou il existe A € R tel que x = Ay.

EXEMPLES

s Sur R” muni du produit scalaire canonique, on a, pour tous x = (xy,..., X;) et y = (x1,..., X,) de R" :

s Sur € ([a,b],R) muni du produit scalaire présenté précédemment, on a, pour deux fonctions f et g :
b b
< f fa(nde f g2(ndt
a a

PROPOSITION 3 — La norme euclidienne... est une norme

b
f f(ngnde
a

La norme euclidienne est une norme sur E.

8% ExercicE2 — Cas d’égalité pour U'inégalité triangulaire

Si x et y sont des vecteurs de E, montrer quel'ona ||x+y| = [ x|+ yll si et seulement si x et y sont positivement
proportionnels, c’est-a-dire si et seulement s'il existe A € R, tel que y = Ax ou il existe A € Ry tel que x = Ay.

Il. ORTHOGONALITE

II. 1. FAMILLES ORTHOGONALES ET ORTHONORMEES

DEFINITION 4 —  Vecteur normé

Un vecteur x de E est dit normé s’il est de norme 1, c’est-a-dire si || x|| = 1.

DEFINITION 5 - Vecteurs orthogonaux

On dit que deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux si leur produit scalaire est nul, c’est-a-dire si (x| y) = 0.
On note alors x L y.



REMARQUES 1

m Le produit scalaire étant symétrique, la notion d’orthogonalité I'est aussi, c’est-a-dire que x L y si et seule-
mentsiy L x.

= Le vecteur nul est orthogonal a tous les autres vecteurs.
s Un vecteur x est orthogonal a lui-méme si et seulement si il est nul.

& EXEMPLES 3

(1) Dans R” muni du produit scalaire canonique, montrer que les vecteurs de la base canonique sont or-
thogonaux deux a deux et normeés.

(2) Dans 4, (R) muni du produit scalaire canonique, montrer que les matrices élémentaires sont orthogo-
nales deux a deux et normées.

DEFINITION 6 — Famille orthogonale, orthonormée
Soit & = (x;) ;e une famille de vecteurs de E.

= On dit que la famille & est orthogonale si les vecteurs la constituant sont deux a deux orthogonausx,
C'est-a-dire si pour tous i, j €I avec i # jona (x; | x;) = 0.

= On dit que la famille & est orthonormée (ou orthonormale) si les vecteurs la constituant sont deux a
deux orthogonaux et normés, c’est-a-dire si pour tous i, j e T on a (x;| x;) = 6;,;.

NotatioN On rappelle la notation du symbole de Kronecker §;,j quivaut 0sii # jet1lsii=j.

PROPOSITION 4 — Lien entre orthogonalité et liberté

Soit (ey, ..., e,) une famille orthogonale de vecteurs non nuls de E.
Alors la famille (ey,..., e,) estlibre.

REMARQUES

= Lhypothese de non nullité des vecteurs est importante puisque toute famille de vecteurs contenant le vec-
teur nul est liée.

m Le résultat est en particulier valable pour une famille orthonormée puisque les vecteurs la constituant sont
orthogonaux et non nuls.

THEOREME 1 - Théoréme de Pythagore
xX+y
Deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux si et seulement sil’on a: y
lx+ ylI = llxl + ylI* *

REMARQUE Ainsi, trois points A, B et C du plan forment un triangle rectangle en A si et seulement si AB et AC sont
orthogonaux, c’est-a-dire si et seulement si [|[BC||? = |AB||? + | AC||.

PROPOSITION 5 —  Généralisation du théoréme de Pythagore

Soit (ey, ..., ey) une famille orthogonale de vecteurs de E. Alors :

n
D ei
i=1

2 q

=) lel?
i=1




THEOREME 2 —  Algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Soit & = (ey,..., e,) une famille libre de E.
Alors il existe une famille orthonormée (fi, ..., f,;) de vecteurs de E telle que :

Vpell,nl, Vect(ei,...,ep)=Vect(fi,..., fp)

REMARQUE  Si (ey,...,e,) est une base de E, alors le résultat (fi,..., f;;) de l'algorithme d’orthonormalisation de
Gram-Schmidt est également une base de E. En effet, la famille (f3, ..., f;;) est libre puisque orthogonale et géné-
ratrice de E puisque Vect(fi, ..., f») = Vect(ey, ..., en) =E.

[@ MeétHopE —  Algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt
Lalgorithme a été présenté dans la preuve précédente.
Si(eq,...,e;) estune famille libre de E, on souhaite construire une famille orthonormée ( fire-o fn) de vecteurs
de E vérifiant Vect (e, ..., ep) = Vect(fi,..., fp) pour tout p € [1, n]. On procede de la fagon suivante :
e (7]
(1) Onpose f1 = "—1”
el
(2) Pour k = 2,lesvecteurs fi,..., fr—1 ayant déja été construits, o f2
on pose : =
N
k-1 )
ex— ) (ex| fi)f; L
i=1 Q
fre= P h .
L 1
ek‘Z(ek|fi)fi’ —_—>
i=1 (e2] ) fi

¢ EXEMPLE 4

Sur R, [X], on définit, pour P,Q € R, [X], le produit scalaire :
@B Q) =P(0)Q(0)+P(1)Q(1) +P(2)Q(2)

Appliquer le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt sur la famille libre (1,X,X?) pour déterminer
une base orthonormée de R, [X] muni du produit scalaire .

1. 2. ORTHOGONAL D’UN SOUS-ESPACE VECTORIEL

DEFINITION 7 — Orthogonal d’un sous-espace vectoriel

Soit F un sous-espace vectoriel de E.
On appelle orthogonal de FI'ensemble de E noté F* défini par :

FL={x€E, VfeE (x|f)=0}

& EXEMPLE 5

Déterminer EL et {0},

PROPOSITION 6 — L’orthogonal est un sous-espace vectoriel

Soit F un sous-espace vectoriel de E.
Alors F* est un sous-espace vectoriel de E.




PROPOSITION 7 — Manipulation des orthogonaux
Soient F et G des sous-espaces vectoriels de E. Alors :

(1) SiFcGalors Gt c FL.
@) FeEh'

1. 3. BASES ORTHONORMEES D’UN ESPACE EUCLIDIEN

Dans cette partie, E désigne un espace euclidien de dimension 7. Le produit scalaire et la norme associée sont toujours
notés (-|-) et | -|.

DEFINITION 8 — Base orthonormée

Soit % = (ey, ..., e;) une famille de vecteurs de E.
On dit que 28 est une base orthonormeée (ou base orthonormale) de E si 9 est une base de E et si la famille 28
est orthonormeée.

PROPOSITION 8 — Existence de bases orthonormées

Tout espace euclidien E admet une base orthonormée.

PROPOSITION 9 - Coordonnées dans une base orthonormée

Soient & = (ey, ..., e;) une base orthonormeée de E et x un vecteur de E. Alors :
n
x=) (xle)e;
i=1

Autrement dit, les coordonnées de x dans la base 28 sontles ((x|e;))1<i<n-

PROPOSITION 10 —  Expressions du produit scalaire et de la norme dans une base orthonormée

Soient 8 = (ey, ..., e,) une base orthonormée de E et x et y deux vecteurs de E. On suppose que x = Z?zl Xxie;
ety=X" yie; etonnoteX etY les matrices colonnes des coordonnées de x et y dans la base 8. Alors :

n n
iy =Y xyi=X'Y et Jx*=) xF=X'X
i=1 i=1

ProPOSITION 11 - Matrice d’un endomorphisme dans une base orthonormée

Soient & = (ey, ..., e,) une base orthonormée de E et u € Z(E) un endomorphisme de E dont la matrice dans
la base 28 est notée Mg (1) = (m; ;). Alors :

Virjeulvn]]y mi,jz(u(ej)lei)

Il. PRO_]ECTION ORTHOGONALE SUR UN SOUS-ESPACE DE DIMENSION FINIE

Dans cette partie, E désigne un espace préhilbertien réel dont le produit scalaire est noté (-|-) et dont la norme associée
est notée || - ||.



III. 1. SUPPLEMENTAIRE ORTHOGONAL

DEFINITION9 - Sous-espaces orthogonaux

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
On dit que F et G sont orthogonaux si :

V(x,y)€FxG, (x|y)=0

& EXEMPLE 6

Si F est un sous-espace vectoriel de E, montrer que les sous-espaces vectoriels F et F- sont orthogonausx.

PROPOSITION 12 — Supplémentaire orthogonal

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E.
Alors les sous-espaces vectoriels F et F- sont supplémentaires, c’est-a-dire que E = Fe FL.
Le sous-espace vectoriel F1 est appelé le supplémentaire orthogonal de F.

REMARQUE Celan’est pas valable en général si F n’est pas de dimension finie.

PROPOSITION 13 - Dimension du supplémentaire orthogonal en dimension finie
Soit F un sous-espace vectoriel de E avec E est de dimension finie. Alors :

(1) dimF+dimF' =dimE
@ (FH'=F

REMARQUES

= En dimension finie, le supplémentaire orthogonal d'une droite est un hyperplan, et le supplémentaire or-
thogonal d'un hyperplan est une droite.

. L C . i R .
= En dimension infinie, 'inclusion F c (F1)™ peut étre stricte.

& EXEMPLES 7

(1) Dans le plan R? muni du produit scalaire canonique, on considére une droite D d’équation ax+ by =0
avec (a, b) # (0,0). Déterminer D' et en donner une base.

(2) Dansl'espace R® muni du produit scalaire canonique, on considére un plan P d’équation ax+by+cz =0
avec (a, b, ¢) # (0,0,0). Déterminer PL et en donner une base.

Ill. 2. PROJECTION ORTHOGONALE

On commence par rappeler la définition d’'une projection associée a une décomposition en somme directe de E.

RAPPEL
G X
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E telsque E=F & G.
On appelle projection sur ¥ parallelement a G I'unique endomor- &
phisme p de E tel que : '
VxeE pkx)=x et VxeG, px)=0 F
Ainsi, si x se décompose sous la forme x = xp +xg avec xpe Fet xge G <5 = P&‘ﬂ
selon la somme directe E=F & G, on a p(x) = xg. /



DEFINITION 10 -  Projection orthogonale

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E.

On appelle projection orthogonale sur F 1a projection sur F parallelement a F*.

VOCABULAIRE ET NOTATION

m Limage d'un vecteur x par la projection orthogonale
sur F est appelée projeté orthogonal de x surF.

= On note souvent pr la projection orthogonale sur F.

REMARQUES

= Cette définition a un sens puisque I'on a bien E = F& F+
si F est de dimension finie.

m Si x € E se décompose en x = xp + xp1 avec xg € F et

FJ_

V F
~ mm

X¢

XpL € F1 selon la somme directe E = F& F1, alors on a
pr(x) = xg, comme le montre l'illustration ci-contre.

PROPOSITION 14 -  Expression du projeté orthogonal

Soient F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E, % = (e, ..., e,) une base orthonormée de F et x un

vecteur de E. Le projeté orthogonal de x sur F est donné par :

14
pe(x) =) (x|e;e;
i=1

PROPOSITION 15 -  Caractérisation du projeté orthogonal

Soient F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E engendré
par une famille (ey, ..., e,,), x et y deux vecteurs de E et pr la projection
orthogonale sur F. Alors :

yeF

y=pe@) = {\ﬁe[{l,pu, (x—yle)=0

X — pr(x)

FJ_

pe®)

METHODE — Détermination d’un projeté orthogonal

orthogonal pg(x) de x sur F.

orthogonal :

soudre permettant de déterminer les (A;)1<i<p-

Soient F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E et x € E. On cherche a obtenir |'expression du projeté

= Sil’on connait une base orthonormée de F, on utilise directement I’expression du projeté orthogonal.

= Sil'on connait seulement une famille génératrice (e, ..., e,) de F, on utilise la caractérisation du projeté

(1) D’une part, on a pr(x) € F de sorte que I'on peut écrire pr(x) sous la forme pp(x) = Zle Aie;.
(2) D’autre part, la traduction des égalités (x — pr(x)|e;) = 0 pour i € [1, p] donne un systeme a ré-




¢ EXEMPLE 8

On munit €([0,1],R) du produit scalaire :

1
Yf,g€6((0,1],R), (f|g)=f0f(x)gmdt

Pour k € [0,2], on définit la fonction fj : ¢ — t* de€([0,1],R).
Déterminer le projeté orthogonal de f, sur F = Vect(fy, f1).

I11. 3. DISTANCE A UN SOUS-ESPACE VECTORIEL

DEFINITION 11 -  Distance a un sous-espace vectoriel

Soient F une sous-espace vectoriel de E et x un vecteur de E.
On appelle distance de x a F 1a quantité :

d(x,F) =inf||x—al
aeF

PROPOSITION 16 — Expression de la distance grdce au projeté orthogonal

Soient F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E, x un vecteur de E et pg la projection orthogonale
sur F. Alors la distance d(x,F) de x a F est atteinte en un unique point de F, a savoir pp(x). Autrement dit :

d(x,F) = llx— prx)l

FL
REMARQUES

= Si F est un sous-espace vectoriel de E de dimension
finie, la borne inférieure définissant la distance de x
a F est donc atteinte, c’est un minimum. Ce n’est pas
forcément le cas si F n’est pas de dimension finie. \L

La situation est illustrée graphiquement sur le schéma pE (€
ci-contre.

x || A =lx—pe)l

X — pr(x)

& EXEMPLE 9

En interprétant la borne inférieure suivante comme une distance, calculer :

1
inf (t2—at-b)?dt
(a,b)e[R%2 0

I1l. 4. FORMES LINEAIRES SUR UN ESPACE EUCLIDIEN

Dans cette section, E est un espace euclidien.

PROPOSITION 17 — Représentation des formes linéaires

Soit ¢p une forme linéaire de E.
Alors il existe un unique vecteur a € E tel que :

VxeE, ¢x)=I(alx)




DEFINITION 12 - Vecteur normal a un hyperplan

Soit H un hyperplan de E.
On appelle vecteur normal a H tout vecteur non nul de H*.

PROPOSITION 18 — Distance d’un vecteur d un hyperplan

Soit H un hyperplan de E et # un vecteur normal a H.
La distance d'un vecteur x de E a H est donnée par :

d(x,H) = [(x] W)
flull

¢ EXEMPLE 10

Dans R® muni du produit scalaire canonique, on se donne un point M = (x, y, z) et un plan P d’équation car-
tésienne ax + by + cy =0 avec (a, b, c) # (0,0,0). Prouver que :

ax+by+cz
| y+cz|

e e

10



