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1. Soit M€ /- (R) telle que MTM = MMT et M? + 21, = 0.

1.1

1.2.
1.3.
14.

2. 2.1.

2.2.

. Justifier que M™M est diagonalisable.

SOLUTION

1.

2.

1.1.
1.2.

1.3.

1.4.

2.1.

Donner les valeurs propres de MTM.
Montrer que M/+/2 est orthogonale.
Donner toutes les matrices M € 4> (R) vérifiant ces hypothéses.

Trouver (a, b, ¢) € R3 tels que :

1 a b c
r—1

VteR\{-1,0,1}, —— =
t I (-1 t t+1

Résoudre sur]1,+oco[et]0,1[1'équation différentielle :

H2-1)y +2y=1?

La matrice MM est symétrique réelle donc diagonalisable d’apres le théoréme spectral.
On multiplie par (M")? la relation vérifiée par M. On obtient, en utilisant que M et M commutent :

MD2ZM2Z+2MT)2 =0 = MIM)Z2+2MH)T=0 = WMTM)2+2(-20,)=0

Ainsi MTM)% - 41, = 0 et P(X) = X% —4 est annulateur de MTM. Par le cours, le spectre de MTM est inclus
dans les racines de ce polynome, c’est-a-dire dans {—2,2}. Or on remarque que MTM est une matrice
symétrique positive (si X € .#> 1 (R), on a XTMTMX = (MX|MX) = |[MX||2 = 0) de sorte que, par le cours,
son spectre est composé de réels positifs. Ainsi sp(MTM) = {2}.

Grace aux questions précédentes, MTM est diagonalisable avec une unique valeur propre égal a 2 donc
MM = 2I,, ce qui donne bien que M/+v/2 est orthogonale.

On sait que M/+v/2 est orthogonale. Si elle est orthogonale négative, M//2 est une symétrie et son carré
vaut I'identité, ce qui donne M?2/4 =1,, soit M2 = 215, ce qui contredit M? = —2L,. Si elle est orthogonale
positive, M/y/2 s’écrit sous le forme d’une matrice Rg de rotation. On a alors M = v/2Rg et M? = 2Ryg.
Enfin, M? = —2I, donne Ryg = —I, s0it 20 =1 mod 2mi.e. = /2 mod . Cela donne finalement :

0 -2
\/50)

Cela termine l'analyse, et réciproquement, pour la synthéese, on peut vérifier que ces deux matrices
vérifient les hypotheses requises.

M=

On réalise une décomposition en éléments simples et on trouve :

1 1 1 1
VteR\{-1,0,1}, —————=——+ +
(2 -1) t 2t-1 2(t+1)




2.2. On suit la méthode usuelle pour résoudre cette équation différentielle linéaire d’ordre 1 avec second
membre, la question précédente nous permettant de primitiver facilement ¢ — 1/(#(¢> — 1)). On trouve,
sur]l,+ocoet]0,1[:

2

f:{y:t»—» (Int+C), CER}

2-1

msss PLANCHE A2 === CCINP 2025

a 0 1
1. SoitM=(0 1 OfavecaceR.
1 0 a

1.1. Déterminer le polynéme caractéristique de My,.
Combien y a-t-il de valeurs propres pour M, ?

1.2. Lamatrice M, est-elle diagonalisable?
Si oui, la diagonaliser en donnant la matrice de passage et la matrice diagonale.

1.3. M, est-elle inversible?
1.4. Déterminer KerM, et ImM,,.

2. 2.1. Rappeler la définition d'un produit de Cauchy et énoncer une condition suffisante pour I'appliquer.
2.2. SiaeR,onpose, pourn=2:

n—1 1
Wn = ,C; k(1 - k)°

Donner une condition nécessaire et suffisante pour que la série Z wy, Soit convergente.
n=2

SOLUTION

1. 1.1. Le calcul du polynéme caractéristique donne x(A\) = (A —a—1)(A—a+1)(A —1). On en déduit que:
m Sia=2,spM,) ={1,3};
m Sia=0,spM,) =1{-1,1};
m Sinon,spMg) ={a—-1,a+1,1}.
1.2. En déterminant les espaces propres associés a chacune des valeurs propres, on peut trouver des ma-
trices P € GL,(R) et D diagonale telles que P~!MP =D avec:

1 -1 0 3 0 O
m Sia=2,P=|0 0 1fetD=|0 1 O
1 1 0 0 0 1
-1 1 0 -1 0 O
m Sia=0,P=({0 0 1|etD=|0 1 0)
1 1 0 0 0 1
0 -1 1 1 a-1 a+1
m Sinon,P=|1 0 Of]etD=|0 1 0
0o 1 1 0 0 1

1.3. On sait que M, est inversible si et seulement si 0 ¢ sp(M), c’est-a-dire si et seulement si a ¢ {—1,1}.
1.4. Sia¢{-1,1}, M, estinversible donc Ker(M,) = {0} et In(M,) = .#3,; (R). Sinon :

1 1\ (0
m Sia=1KerM,=Vect|]| 0 etIm(M,) =Vect||0],]|1
-1 1/ \0
1 -1 0
m Sia=-1,KerM,=Vect||0]|etIm(M,) =Vect|| O |,|1
1 1 0

2. 2.1. Voir le cours.



2.2. Onnote ay =0 et a, = 1/n® pour n = 1. On remarque que le produit de Cauchy de la série Y0 a, =
Y n=11/n% avec elle-méme est la série de terme général w,,. Ainsi, si « > 1, la série }_,,~( a, étant abso-
lument convergente, la question précédente donne que la série }_,~, w, converge. La condition a > 1
est donc suffisante et nous allons montrer qu’elle est nécessaire en supposant « < 1 et en prouvant que
la série ) -, w, est divergente. On débute avec le cas a = 1. Une décomposition en éléments simples et
un équivalent classique de la somme partielle de la série harmonique donne, pour n =2 :

nzl 1=l 1l 21zl 2lnn
okin—-k) niZik nion-k niZjk n=to n

Wn

On en déduit que nw, — +oo lorsque n — +oo, ce qui donne la divergence de la série }_,-, w, par
critere de Riemann. Enfin, sia <1, ona, pourn=2:

n-1 1 n-1 1
= _— -
W k; k% (n - k)® k; k(n—k)

Ce dernier terme donnant lieu a une série divergente par ce qui précede, la série ) -, w, est divergente
par théoréme de comparaison. Finalement, la série ) ,,-, w; converge si et seulement si a > 1.
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1. On définit une suite en posant uy =3 et:

n

n
VneN, upq1= Z (k) U Un—k
k=0

On pose ensuite :
+00
Un
fix— ) —x"
—o 1!

1.1. Rappeler la formule du produit de Cauchy de deux séries entieres.

1.2. Montrer que pourtoutn€N,ona: 0< % <4ntl

1.3. Vérifier que f est bien définie sur ] —1/4,1/4] et qu’elle est solution de 1’équation différentielle y' = yz.
1.4. Montrer que f ne s’annule pas sur [0,1/4][.

1.5. Exprimer f sur [0,1/4].

1.6. En déduire une expression de u, pour n € N.

1.7. Trouver le rayon de convergence de la série entiere définissant f.

2. Soit E un R—espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E vérifiant f3 + f = 0.

2.1. Montrer que Im f est stable par f.
2.2. Trouver une expression de f2(x) pour x € Im f.

2.3. Soit g 'endomorphisme induit par f surIm f.
Montrer que g est un endomorphisme.

2.4. Montrer que f est de rang pair.
SoLuTION

1. 1.1. Voir le cours.
1.2. On proceéde par récurrence forte.
m Initialisation : uy = 3 et la propriété est vraie au rang 0.
m Hérédité : On suppose le résultat établi pour les rangs k € [0, n] avec n = 0 et on le prouve au rang
n+ 1. Par hypothese de récurrence, tous les (u/kY)o<k<n, €t donc les (uy)o<k<n, sont positifs de
sorte que la formule donnant u,; établit que u,+ est aussi positif. Ainsi 0 < (Z"T*ll), Enfin, grace a
I'hypothese de récurrence :

n n n
Uns1= Y (”) Uty (<Y (Z) AR ank (= Y plant2 = (4 )40+

k=0 k k=0 k=0

Cela conclut la phase d’hérédité.



1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

. 2.1,

2.2,

2.3.

24.

Gréce ala question précédente, par théoréeme de comparaison pour les rayons de convergence de séries
entieres, la série entiere définissant f aura un rayon R supérieur a celui de la série entiere Y ,,-0 4" x",
c’est-a-dire a 1/4 (on obtient facilement ce rayon avec le critére de d’Alembert). Ainsi f est au moins
bien définie sur]—1/4,1/4][.

Sur cet intervalle, on réalise un produit de Cauchy; on obtient, pour x € | -1/4,1/4[:

+00 n
fz(x)ZZ( e _tn-k )x”

Ao\ iZo kL (n—k)!

n=o\ ™ k=0

— xn—l =f'(x)

ol la derniere égalité est justifiée par le théoréme de dérivation terme a terme des séries entieres. Ainsi
f vérifie bien I'équation différentielle y' = y2 sur|—1/4,1/4].
Soit x € [0,1/4]. On a prouvé ci-dessus que les (1) neny SONt tous positifs donc :

f(x)—3+§o “nxn 5350
- n=1 n S~
S~~~ =0

>0
Ainsi f(x) >0 et f(x) #0. On conclut bien que f ne s’annule pas sur [0,1/4].
On travaille sur [0, 1/4 [ dans ce qui suit. Puisque f ne s’y annule pas, ona f'/ f2 = 1 et en primitivant, il
vient —1/f(x) = x+C pour x € [0, 1/4 [ et une certaine constante C € R. Avec f(0) = uy = 3, on obtient:

Vxel0,1/4], f(x)=——
’ ’ T 1-3x

Pour x € [0,1/4[, par développement en série entiere, on a:
= —— =3y ana
1-3x ;5
Par unicité du développement en série entiere, on peut identifier les coefficients, il vient :
VneNn, % =3l —  y,=3"p

Avec l'expression de u; en fonction de n € N, une application du critere de d’Alembert donne que le
rayon de convergence de la série entiére définissant f est 1/3.

C’est une question de cours. On se donne y € Im f. Son image f(y) appartient trivialement a Im f donc
Im f est stable par f.

Soit x € Im f que I'on écrit x = f(a) avec a € E. On a alors, en utilisant la relation donnée par I'énoncé :
P =r}a=-fa=-x

D’apres la question précédente, I'endomorphisme g vérifie g2 = —idy, f» ce qui donne immédiatement
que g est bijectif (avec g7 = - g).

En passant au déterminant dans la relation g2 = —idpy f il vient det(g)2 = (- l)dimamf ). Etant donné que
'on travaille sur un R—espace vectoriel, det(g) est réel et son carré ne saurait étre négatif. Cela impose
dim(Im f) pair, c’est-a-dire que f est de rang pair.



B. CoNcoOuURs MINES — TELECOM

e PLANCHE B1

MINES — TELEcOoM 2025

1. Onpose, pourn=0:

1n=f0n,/1+(1—%]ndx

Déterminer un équivalent de I, lorsque n tend vers +oo.

2. Soit E un K- espace vectoriel de dimension finie n = 1.

2.1. Onsuppose que f est un endomorphisme de E qui vérifie Ker f =Im f.
Montrer que 7 est pair et que le rang de f vaut n/2.
Prouver que fo f =0.

2.2. Soit f une endomorphisme de E vérifiant fo f =0 et n=2rg(f).
Montrer que Im f c Ker f puis Im f =Ker f.
Déterminer une base de E dans laquelle la matrice de f est de la forme suivante par blocs :

SOLUTION

M:(O 0)
I, 0

1. Soit n € N. Lintégrale I,, est bien définie en tant qu'intégrale d'une fonction continue sur un segment. On
réalise le changement de variable u = x/n qui donne :

1
In:nf V1i+(Q-u)"du
0

Les fonctions g, : « — v/1+ (1 — u)"du sont continues par morceaux sur ] 0, 1] et convergent simplement sur
10,1] vers la fonction constante égale a 1 qui est continue par morceaux sur ]0, 1]. De plus, pour u €]0,1]
etn=0,onalg,(wl < V2, et la fonction constante égale a V2 est intégrable sur 10, 1]. Grace au théoreme
de convergence dominée, on conclut que :

On en déduit finalement que I, =
n—

2. 2.1.

2.2,

1 1
f V1i+(1-u)du — f ldu=1
0 ni—too 0

Le théoréeme du rang donne dim(Ker f) + dim(Im f) = n. Avec I'égalité Ker f = Im f, on obtient alors
2dim(Im f) = ni.e. 2rg(f) = n. Cela donne bien que n est pair avec rg(f) = n/2.

Soit x € E. On a f(x) € Im f et donc f(x) € Ker f puisque Im f = Ker f. Cela implique f(f(x)) =0 i.e.
fo f(x)=0. Ceci valant pour tout x de E, on conclut bien que fo f =0.

Soit y € Im f que I'on écrit y = f(x) avec x € E. On a f(y) = fo f(x) = 0 par hypothése, ce qui donne
y € Ker f. On a bien prouvé Im f < Ker f. Grace au théoréme du rang, on a rg(f) + dim(Ker f) = n. Mais
n = 2rg(f) donc dim(Ker f) = rg(f) = dim(Im f). Par inclusion et égalité des dimensions, on conclut
Im f =Kerf.

On note p = rg(f). On se donne (y1,...,yp) une base de Ker f. Comme Ker f = Im f, tous les y; sont
aussi dans Im f et on peut écrire y; = f(x;) pour i € [1,p]. On pose alors & = (X1 ey Xps V1o er Vp)-
La famille # a 2p = 2rg(f) = n éléments et il suffit donc de prouver qu'elle est libre pour justifier
que c’est une base de E. On suppose que I'on a a1x1 + -+ +apXx, +P1y1 + -+ +Ppyp = 0, Cest-a-dire
apxy +-+apxy +P1f(x1) +---+Pp f(xp) =0. En composant par f cette égalité, puisque fo f =0, il

vientayy; +---+apyp =0etdoncay =--- = ap =0 puisque (y1,...,Yp) est une base de Ker f. En repor-
tant dans I'égalité de départ, on trouve pour la méme raison que ; = --- =, = 0, ce qui prouve que &

est bien une base de E. Enfin, on vérifie facilement que la matrice de f dans la base 2 est bien de la
forme souhaitée.
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1. Onpose, pouracR:

+00
F(a) =f ﬂdx
0

(14 x2)

1.1. Discuter de I'existence de F(a) en fonction de a.
1.2. Calculer F(2).
1.3. FEtudier la continuité de F sur son domaine de définition et ses limites aux bornes.

2. Trouver I'ensemble des matrices M € .4, (R) telles que P IMP=M pour toute matrice P € GL, (R).

SoLUTION

1. 1.1. Lintégrande go:x— xlnx/(1+ x%)% est continu sur ] 0, +oo].
m Eno0,ona gy(x) ~ xlnx — 0 par croissances comparées. Ainsil'intégrande est prolongeable
X— X—

par continuité en 0 et donc intégrable au voisinage de 0.
= En +oo, on a gu(x) ~ Inx/x?*1. Si2a—1> 1, en choisissant p tel que 1 <f < 2a—1, on a xP x
X—+00

Inx/x**~1 — 0'si x — +oo et, par critére de Riemann et théoréme de comparaison, gy est intégrable

au voisinage de +oo. Si par contre 2a—1< 1, on a x** ! x In x/x?*~! — +00 si x — +oo et, par critére
de Riemann et théoréme de comparaison, g, n’est pas intégrable au voisinage de +oo. Ainsi gy est
intégrable au voisinage de +oo si et seulement si o > 1.
Finalement F est définie sur ] 1, +oo[.
1.2. On calcule F(2) par intégration par parties en dérivant x — In x. Pour a < b positifs, on a:

fb xlnx [ Inx b fb dx
dx = - —
a (14 x2)2 2(1 + x2) a a 2x(1+x2)

En réalisant une décomposition en éléments simples, on obtient :

b xlnx Inx 17 1 bdx+1fb Xy
= -] =+= X
a (1+x2)2 20+x2) |, 2Ja x  2Js 1+x2
Inx 1? p 1 b
2 1 inagl 4 [In( + 42
[2(1+x2) ~ g g+ [In(+x9],
Inb Ina 1

= - ——1nb+llna+lln(l+bz)—lln(l+a2)
20+b%) 2(1+a? 2 2 4 4
Le terme 1 tend vers 0 lorsque b — +oo par croissances comparées. Le terme 6 tend vers 0 lorsque
a— 0. Les termes 2 et 4 mis ensemble tendent vers 0 lorsque a — 0 par croissances comparées. Enfin,
les termes 3 et 5 mis ensemble tendent vers 0 lorsque b — +oo. Finalement, F(2) = 0.
1.3. Pour la continuité, on applique le théoréme de continuité d'une intégrale a parametre.
m Pour x >0, la fonction a — g4 est continue sur]1,+oo[.
m Poura>1, x— gy(x) est continue par morceaux sur ] 0, +oo][.
m Poura€efa,b]c]l,+oco[etx>0,0na:
Inx
1+ x2)@

et cette derniere fonction est intégrable sur ] 0, +oo[ (voir question 1.1 avec a« = a > 1).

[8a(X)] <

Le théoreme s’applique et F est continue sur ] 1, +oco].
Pour la limite en +oo, on applique le théoréme de convergence dominée a parametre continu.
m Pour x>0, g«(x) tend vers 0 lorsque a tend vers +oo et la fonction nulle est continue par morceaux
sur |0, +ool.
Pour a > 1, x — gu(x) est continue par morceaux sur 0, +oo.
Poura€[a,+oo[c]1,+o0[etx>0,0ona:
xInx
1+ x2)@

et cette derniere fonction est intégrable sur ] 0, +oco[ (voir question 1.1 avec o = a > 1).

|8a(X)] <



Le théoreme s’applique et F tend vers 0 lorsque a tend vers +oo.
Pour lalimite en 1, par application du théoréme de convergence dominée a parametre continu, on peut

facilement montrer que :
I xInx I xlnx
f dx f dx
o (1+x2)« a—1 Jo (1+x2)

N 2 . =+ 2 . .
Reste a étudier I'autre morceau. On remarque que G: o« — ;"™ (lﬁl;lz’;u dx est décroissante par croissance

de l'intégrale, ce qui permet d’affirmer que G admet une limite finie ou infinie en 1 grace au théoreme
de lalimite monotone. Supposons cette limite finie et notons-la £. Par positivité de I'intégrale, pour tout

a=1:
+o00 l a
f xlnx dxzf xlnx dx
1 (1+ x2)« 1 (1+x2)a

Par passage a la limite (en utilisant le théoréeme de convergence dominée a parametre continu sur le

terme de droite), on obtient :
4 xlnx
0= / ———dx
1 (1+x2)

Mais on a prouvé en question 1.1 que l'intégrale f1+°°(xln x)/(1 + x?) dx est divergente de sorte que,
I'intégrande étant positif, pour a assez grand, fla (xInx)/(1+x2)dx dépassera ¢, ce qui est absurde. Ainsi
G et donc F tend vers +oo en 1.

2. On se donne une matrice M € .#,,(R) vérifiant P"'MP = M pour tout P € GL,(R). Si u est 'endomorphisme
canoniquement associé a M, cela signifie que la matrice de u est la méme dans toutes les bases. Notons
B = (ey,...,en) la base canonique de R”, on a donc M = Mat»(u). On se donne j € [1,n] et p € R\{0,1}. On
considere la famille %’ = (ey,...,Pe;j,...,e,) ol 'on a multiplié le j—eme vecteur de % par . On observe
que, B étant non nul, &’ est toujours une base. De plus, en écrivant la matrice de u dans la base %’ et en
utilisant le fait qu’elle doit étre la méme que M, on trouve en identifiant les colonnes j de ces deux matrices
que m;,j = 0 pour tout i # j (grace au fait que 3 # 1). Ceci valant pour tout j, on trouve donc que la matrice
M est diagonale. Enfin, on fixe (i, j) € [1,n]? avec i # j. On considére %" la base obtenue en échangeant
les vecteurs e; et e; dans la base canonique. En écrivant la matrice de u dans la base %" et en utilisant le
fait qu’elle doit étre la méme que M, on trouve en identifiant ces deux matrices que m; ; = m;, j. Ceci valant
pour (i, j) avec i # j, on trouve que les coefficients diagonaux de M sont tous égaux. Finalement M s’écrit
al, aveca e R.

Réciproquement, une matrice de la forme M = al,, avec a € R vérifie bien P"!MP = M pour tout P € GL,,(R).
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