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I. SulTESs

Une suite réelle est une famille de nombres réels indexée par N, c’est-a-dire une application de N dans R. Pour désigner
une suite u : N — R on utilisera les notations u, (1) ,en OU (Uy). Le réel u,, est le terme d’indice n de la suite u.

REMARQUE Dans ce qui suit, les suites seront définies sur N tout entier mais, en pratique, il est courant de rencontrer
des suites définies sur un intervalle d’entiers de la forme [rg, +oo[ pour un certain ng € N. Tout ce qui suit peut
facilement étre adapté a ce cas.

Dans la suite, on notera R 'ensemble R U {—oo, +0o} sur lequel on a prolongé la relation d’ordre de R ainsi que les
opérations + et x de R lorsque cela est possible.
Pour rappel, les trois cas non définis sont « (+00) + (—00) », « 0 x (+00) » et « 0 x (—o0) ».

PROPRIETE VRAIE A PARTIR D’UN CERTAIN RANG  On dira qu'une propriété 2, dépendante de n € N est vraie a partir
d’un certain rang s'il existe ny € N tel que &7, soit vérifiée pour tout n = ny.

I.1. LIMITE D’UNE SUITE

DEFINITION 1 —  Limite
Soient (1,,) yery Une suite et £ € R.
Cas d’une limite finie
m SileR,onditque (uy),en tend vers € si:

Ve>0, IngeN, Vn=ngy |u,—F0<e



Cas d’'une limite infinie

= Sil =400, ondit que (1) N tend vers +oo si:
VMeR, dngeN, Vn=nyg, u,=M
m Sil=-o00, ondit que (uy) e tend vers —oco si:

VMeR, dngeN, Vn=ny u,<M

0.

NoTtaTioN Dansle casou (u#,) ey admet € pour limite, on utilisera les notations £ = lil}_l Uy, OU encore Uy, -
n—+00 n—+00

REMARQUE — Unicité de la limite
Si (1) nen @admet une limite alors cette limite est unique.

VocABULAIRE  Si (U,) ,eny possede une limite finie, on dit qu’elle est convergente. Sinon, on dit qu’elle est divergente.
Une suite est donc divergente si elle admet —oo ou +oo pour limite ou si elle n'admet pas de limite.

PROPOSITION 1 — Convergence et caractére borné

Toute suite convergente est bornée.

I.2. OPERATIONS SUR LES LIMITES
Soient (uy) yen €t (V) peny deux suites, (¢,0') € Ret) eR.
s Combinaison linéaire
Silimu, =¢etlimv, = ¢ alors lim(Au, + v,) = A0+ €.
+00 +00 +00
s Produit
Silimu, =¢etlimv, = ¢ alorslimu, v, = €¢'.
+o00o +00 +o0o
n Inverse
Si u, # 0 a partir d'un certain rang et ligg u, =L alors:

1 1 1
sif#0,lim—=- et sif=0" (resp.£=07), lim — = +oo (resp. —oo).
+0o0o Up +o0o Up

Soient f : D — R une fonction, (i) ,eny Une suite, a € D et £ € R.

= Composition a gauche par une fonction
Silimu, =aetlim f = € alors lim f(u,) = ¢.
+00 a +0o

REMARQUE — Forme indéterminée
Dans le cas des opérations algébriques, le résultat n’est valable que si les opérations dans R qui apparaissent, a
savoir A + €', £¢' ou 1/£ (avec la convention 1/(+o0) = 1/(—o0) = 0), ont un sens. Si ce n'est pas le cas, on parle
alors de forme indéterminée et il faut approfondir I'étude de la limite.
Pour rappel, les cas problématiques sont « (+00) + (—o0) », « 0 x (+00) » et « 0 x (—o0) ».

I.3. LIMITES ET INEGALITES

PROPOSITION 2 — Limite et signe

Soient (1) ,ery Une suite et £ € R. On suppose que lim un ="¢.
(o0}
Si € >0 ou ¥ = +oo alors u, est strictement positif a partir d'un certain rang.




PROPOSITION 3 —  Passage d la limite dans une inégalité

Soient (u,) yen €t (V) nen deux suites. On suppose que (Uy) e et (Vn) ey admettent des limites finies.
Si u,, < v, a partir d'un certain rang alors lim Up < lim Up.
(e o) (e 9]

REmMARQUE Cela ne fonctionne pas avec des inégalités strictes.

Par exemple, e™" > 0 pour tout n € N mais lim e " =0.
n—+oo

PROPOSITION 4 — Limite par encadrement

Soient (U,) peny> (Vn) nen €t (Wn) pen trois suites et £ € R.
Si u, < v, < wy a partir d'un certain rang et si lim Uy = ljm wy, = £ alors (vy) ,en CONverge et ljm v, =¢.
o0 o0 o0

PROPOSITION 5 — Limite par minoration ou majoration

Soient () yen €t (Vn) nen deUX suites.
On suppose que u, < v, a partir d'un certain rang.

m Silimu, = +oo alors lim v;,, = +oo.
+oo +oo

s Silimv, = —ocoalorslimu, = —oco.
+o0o +00

I.4. LIMITE MONOTONE

THEOREME 1 — Théoréme de la limite monotone

Soit (uy) ey UNE suite croissante.
Alors (up) ,en admet une limite dans R.

Si (1) nen €st majorée alors elle converge vers sup U, sinon llg.} Up = +00.
neN

REMARQUE Un énoncé similaire peut étre écrit dans le cas o1 (i) ;,en €St décroissante.

I.5. SUITES ADJACENTES

DEFINITION 2 —  Suites adjacentes

Soient () yen €t (Vn) nen deUx suites.
On dit que les suites (1) ,en €t (Vi) nen SONt adjacentes sil'un des deux suites est croissante, 'autre décrois-
sante et si lim(un —vy) =0.

o0

THEOREME 2 - Théoréme des suites adjacentes

Soient () yen €t (Vn) nen deux suites.
Si elles sont adjacentes alors elles sont toutes deux convergentes de méme limite £.
De plus, si par exemple (1) ,cn €5t croissante et (v;,) ,en €St décroissante alors :

VneN, u,<l<v,




I. 6. SUITES EXTRAITES

DEFINITION 3 — Suite extraite

Soit (1) ,en Une suite.
On appelle suite extraite de (u,) ,en toute suite de la forme (uw(n)) ol ¢ : N — N est une fonction strictement

croissante.

PROPOSITION 6 — Limites de suites extraites
Soit (14,,) yery Une suite et £ € R.

= Si lim u, = alors lim Ug(n) = ¢ pour toute fonction ¢ : N — N strictement croissante.
(e (e 9)
En particulier, on alim uy,, =lim uy 41 = ¢.
+0o +00

m Silimuy, =limuy,+; = ¢ alorslimu, =¢.
+00 +00 +00

ExempLe La suite u définie par u, = (—1)" pour n € N n’admet pas de limite puisque lim Uz, =1et lim Ugp+1 =—1.
o0 (e 0]
I. 7. RELATIONS DE COMPARAISON

DEFINITION 4 — Relations de comparaison
Soient (uy,) ,en €t (V) nen deux suites. On suppose que (V) ,en Ne s’annule pas a partir d'un certain rang.

m  On dit que (u,) ,en €St dominée par (V) e €t1'on écrit u,, = O(vy,) si:

Un .
(—) est bornée
Un J neN

= Ondit que (u,) ,en est négligeable devant (vy,) ,en €t 'on écrit u, = o(vy,) si:

. Up
lim— =0
+00 Un

m  On dit que (up) en €St équivalente a (vy) yen €t 1'0n écrit uy, o Un si:
{o.0]

. Up
lim— =1
+00 I/n

REMARQUES

= On peut démontrer que la relation d’équivalence ~ est:
m symétrique: u, ~ v,équivauta v, ~ uy;
ymetriq n/5 Un q n 5 Un;

m transitive: siu, ~ vyetv, ~ wyalorsu, ~ wy.

+00 +oo +oo
Les relations de domination O et de négligeabilité o sont transitives mais pas symétriques.
s Onau, 2 Un si et seulement si u, — v, = o(vy).
{o.0]

s Ona (uy),en est bornée si et seulement si u, = O(1) et (1) ,en tend vers 0 si et seulement si u;, = o(1).

PROPOSITION 7 — Limite et équivalent

Soient (14,) en €t (V1) neny deux suites et £ € R. On suppose que (vy,) ,en Ne s'annule pas a partir d'un certain
rang.




m Siu, ~ v,etsilimv, =¢€alorslimu, =~¢.
+00 +00 +00

n Silimunzfavecﬂ;éOalorsun I L.

PROPOSITION 8 - Obtention d’un équivalent par encadrement

Soient (un) nen> (Vn)nens (Wn) nen €t (k) nen des suites. On suppose que (kj) ,en Ne s'annule pas a partir d'un
certain rang.
Sil'ona u, < v, < w, apartir d'un certainranget u, ~ k,etw, ~ kyalorsv, ~ k.

+o00 +o0o +o0o

PROPOSITION 9 — Signe et équivalent
Soient (u,) yen €t (V) nen deux suites. On suppose que (V) ,en De s’annule pas a partir d'un certain rang.

s Siu, 2 Unet si (V) nen €St positive a partir d'un certain rang alors () ,en €st également positive a
(e9)
partir d'un certain rang.
s Siuy [ et si (V) nen € S’annule pas a partir d'un certain rang alors (u4,,) ,en e s’annule pas a partir
(e

d’un certain rang.

PROPOSITION 10 — Opérations sur les équivalents

Soient (1) nens (Vn) nens (Xn) nen €t (¥n) ey des suites. On suppose que (V) yen €t (¥n) oy 1€ S'annulent pas a
partir d'un certain rang.

s Produit: Siu, ~ v,etx, ~ y,alors:
+00 +00

UnXn ~ Un)Yn
m Quotient: Siu, ~ v,etx, ~ y,alors:
+00 +00

Up Un

Xp T Yn

m Puissance: SikeNetsiu, 2 ln alors :
(0.0}

S

REMARQUE On ne peut pas sommer les équivalents.
Parexemple,n+1 ~ net—-n+2 ~ —n+lmaislonapas3 ~ 1.
+oo +00 +oo

I. 8. EXTENSION AUX SUITES COMPLEXES

Une suite complexe est une famille de nombres complexes indexée par N, c’est-a-dire une application de N dans C. 11
est possible d’étendre la notion de limite finie aux suites complexes. En effet, il suffit de reprendre I'assertion pour le
cas d’'une limite finie de la DEFINITION 1 et de remplacer les valeurs absolues par des modules.

Les inégalités n’ayant pas de sens dans C, on ne peut plus parler de limite infinie, de suite majorée, minorée ou mono-
tone. En revanche, il est possible de définir la notion de suite complexe bornée : une suite complexe (i) ,en €St dite
bornée s’il existe un réel K = 0 tel que pour tout ne NT'on a |u,| <K.

Ainsi, parmi les énoncés précédents, la PRoPosITION 1, les opérations sur les limites tant que +oco n’apparaissent pas
et les DEFINITION 3 et PROPOSITION 6 restent valables dans le cas complexe. Les autres n’ont plus de sens car ils re-



posent sur la relation d’ordre de R.

Enfin, I'étude de la limite d’'une suite complexe (u,),en peut se ramener a I'étude de la limite des deux suites réelles
(Re(un)) nen et Im(uy)) ey comme le précise le résultat suivant.

THEOREME 3 — Limite d’une suite complexe et de ses parties réelle et imaginaire

Soient (1) ,en Une suite complexe et £ € C.
Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(1) llggun =/

) l}ggRe(un) =Re(?) et ligglm(un) =Im(¥)

Il. SERIES

Dans la suite, sauf mention du contraire, les suites considérées peuvent étre réelles ou complexes.

II. 1. DEFINITIONS ET PROPRIETES

DEFINITION 5 — Série

Soit (uy) ey Une suite.

= Pour tout n € N, on appelle somme partielle d’'ordre n la quantité S, définie par :

n
Sp= Z Ug
k=0
m  On appelle série de terme général u, la suite (S ;) ,en. On la note Z Uy, Z U, ou Zun

neN n=0

= Ondit que lasérie Y u, convergesilasuite (S,) ,en converge. Sinon, on dit qu’elle diverge.

= En cas de convergence, on appelle somme de la sériela limite de la suite (S,) e €t on la note :

+00

S= Z Up
n=0

= En cas de convergence, pour tout n € N, on appelle reste d'ordre n la quantité R, définie par :
+00
Rn = 2: Uk
k=n+1
Onaalors R, — 0 et VneN, S,+R,=S.
n—+oo

REMARQUE Le terme général d'une série n’est pas toujours défini sur N tout entier, on adapte alors les notations.
A noter que les premiers termes d'une série n'ont aucune influence sur sa convergence ou sa divergence. En
revanche, ils affectent la valeur de la somme de la série en cas de convergence.

VocaBuLAlRe  Ftudier la nature d’'une série, c’est étudier si elle est convergente ou divergente.

PROPOSITION 11 - Condition nécessaire de convergence

Sila série Z u, converge alors limu,, = 0.
+o0o

REMARQUE Laréciproque est fausse.
En effet, la série harmonique ) ;5 % fournit un exemple de série divergente dont le terme général tend vers 0.



VocABULAIRE Par contraposée, lorsque la suite (1) ,en Ne tend pas vers 0, la série Z u, diverge.
On dit alors qu’elle est grossierement divergente.

PROPOSITION 12 - Lien suite — série

Soit (uy) e Une suite.

m La suite (uy) ,en et la série Z (Un41 — Uy) sont de méme nature.
n=0

s Encasde convergence, on a:

+00

> (tnsy = ) = lim uy, — up
n=0 +00
Il. 2. SERIES DE REFERENCE
PROPOSITION 13 —  Séries géométriques, séries de Riemann

SoientgeCetaeR.

= Lasérie ) g", dite série géométrique, converge si et seulement si |g| < 1.
n=0
En cas de convergence, on a:

. 1 . . . . .
m Lasérie Z — dite série de Riemann, converge s1 et seulement si o > 1.
n=1

II. 3. SERIES A TERMES REELS POSITIFS

PROPOSITION 14 — Condition nécessaire et suffisante de convergence

Soit (1) ,en Une suite réelle positive a partir d'un certain rang.
Alors la série Z u, converge si et seulement la suite de ses sommes partielles est majorée.

ReEmARQUE En effet, la série étant a termes réels positifs, la suite de ses sommes partielles est clairement croissante.
Le résultat découle alors du théoréeme de la limite monotone pour les suites.

THEOREME 4 — Théoréme de comparaison
Soient (1) ,en €t (Vn) nen deux suites réelles positives a partir d'un certain rang.
m Si u, < v, apartir d'un certain rang ou si u, = O(v,) alors :

= Si) v, converge alors ) _ u, converge;

m Si) u, diverge alors )_ v, diverge.

m Siu, ~ vyalors) upet) v,sontde méme nature.
+00

REMARQUES

m Le théoreme de comparaison s’applique bien entendu a des suites (i) ,en €t (Vn) en de signe constant
quitte a considérer (—uy) nen €t/0U (—V5) nen pour les rendre positives.



m Lorsque les suites (u#,),en €t (V5) nen D€ sont pas de signe constant, il est intéressant de travailler sur les
suites positives (|u,])zen €t (Iv,]) neny. Sil'on obtient la convergence de Y. |u,l, c’est-a-dire la convergence
absolue de }_ u; alors on peut en déduire la convergence de Y u,. En revanche, la divergence de }_ |v,| ne
permet pas de conclure sur la nature de Y v,,. Pour plus de détails, voir le paragraphe suivant.

Il. 4. SERIES ABSOLUMENT CONVERGENTES

DEFINITION 6 — Convergence absolue

On dit que la série Z u, converge absolument sila série Z |u,| converge.

THEOREME 5 — Convergence absolue implique convergence

Si la série Z u, converge absolument alors elle converge.

+00 +00
De plus: Zun < 17"
n=0 n=0

REMARQUE Laréciproque est fausse.
. —_ n .
Par exemple, on verra cette année que la série > % converge bien qu’elle ne converge pas absolument.



