Lycée Descartes REVISIONS D’ANALYSE
Tours
T.D. N°O
EXERCICE 1 00 Entrainement

1. Résoudrel'équation |x+3|—|x—1|=[2x+ 1| sur R.

2. Résoudrel’équation vx+1=3x—7surR.

3. Résoudrel’équationIn|x|+In|x+ 1] =0 sur R2.

4. Résoudre I'équation e**1 +3e?**! = 4e surR.

5. Prouver I'identité suivante :

b 1 1 1
— = Arctan — + Arctan — + Arctan —
4 2 5 8

Résoudre I'équation Arccos(x) = Arcsin(1/4) + Arccos(1/5) sur R.
Résoudre I'équation cos(x) — cos(2x) = sin(3x) sur R.

Pour x € R, mettre |'expression v/3 cos(x) — sin(x) sous la forme Rcos(x + ¢) avec R, ¢ € R.

¥ *® N

Déterminer la valeur exacte de cos (n/12).
10. Calculer (1 + iv/3)199,

11. Simplifier la somme suivante :

n
VxeR, VneN, Cp(x)=)_ cos?(kx)
k=0

12. Résoudre I'équation z° — (3+4i)z—1+5i =0surC.

13. Résoudre 'équation (z+1)" = (z—1)" sur C.

EXERCICE 2 eo00 Limites de suites

Déterminer, si elle existe, la limite de la suite (u,;) définie par:

i 28+ n(=1" " 2 5y a — b
LU= ————— . —
" nl'+ sin(n) ln(nz) 3. up= Z m n a + pn
k=1
2. u (3n_1)2n 2 6. u —ﬁa_b_k
. = o _ . n —
n 3n+1 4. up=vn +n+l-n e
EXERCICE 3 ee0 Suite récurrente

On donne ug € R et, pour tout entier naturel n, la relation :
Upi1 =+ Du,+2"(n+1)!
Exprimer u, en fonction de n pour n € N.
EXERCICE 4 ee0 Suite définie implicitement

Soit n e N* et f, la fonction définie sur R, par f,;(x) = x"e™* - 1.
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1. Démontrer que, pour tout entier supérieur a 3, I'équation e* = x" admet une unique solution, notée x,, dans
I'intervalle [0, n2].

Montrer que, pour tout n = 3, x, = 1.

Montrer que la suite (x,) >3 est décroissante et en déduire qu’elle converge vers un réel noté €.

X
Montrer que In(x,) = 7" et en déduire la valeur de .

ok W N

Donner un équivalent de In(x;) puis de x;, — 1.

EXERCICE 5 eoo0 Suites du type up+1 = f(up)

Dans les deux cas suivants, étudier la suite () ,,cn. On pourra s’'intéresser a la bonne définition et aux valeurs pos-
sibles de la suite, a sa monotonie et a son éventuelle convergence.

1. Ondonneug=1 et VmnelN, u,.=1+In(u,).

2. Onposeup=1/2 et VneN, uzy1=010- uy)?.

EXERCICE 6 ee0 Etude d’une suite récurrente avec vitesse de convergence

On définit une suite (u,) ,en €0 posant uy =0 et:
VneN, upi1=vup+1
1. Montrer que u, € [0,2] pour tout n € N.
2. Démontrer que I'équation V£ + 1 = £ admet une unique solution ¢ sur [0,2].
3. Prouver que:
1
VreN, |up—€l< > luy — €

4. Montrer que (i4,) ,ey cOnverge et déterminer sa limite.
A partir de quel entier n € N peut-on affirmer que u,, est proche de sa limite 2 1079 pres?

EXERCICE 7 eeo Développement asymptotique d’une suite

On se donne uy € R et on pose :
Un
n+1

VneN, u,1=1+

1. Pour unréel M bien choisi, démontrer que pour tout entier naturel n'on a |u,| < M.

2. Donner un développement asymptotique de u,, a I'ordre 2.

EXERCICE 8 ee0 Une série alternée

On considere la suite (1) ,en définie par :

n -1 14

YneN, wu,=) Cl
=0 P+ 1

1. En étudiant les suites (u2,) nen €t (U2+1) nen, démontrer que la suite (1) ,en converge.

2. Déterminer la valeur de la limite.

EXERCICE 9 eo00 Inégalités classiques

Démontrer les inégalités suivantes :



. 2
<|x|. X

1. Pourtoutx€eR, |sinx|<|x| 4. PourtoutxeR, cos(x)=1-—.

2. PourtoutxeR;, e*=1+x. 2

. 2x
3. Pourtoutxe€]-1,+oo[, In(1+x)<x. 5. Pourtout x€[0,7/2], sin(x) = —.

EXERCICE 10 eoc0 Etude de la régularité d’une fonction en un point

On définit une fonction f sur R} en posant:

x+1Inx
VxeR;, f(x)={x-1 2
1 six=1

Démontrer que f est de classe €' sur R*.

EXERCICE 11 eeo Fonction définie par une intégrale

Soient deux réels 0 < a < b. On définit :
bx el’ -1

VxeR}, g(x)zf dr
a

Démontrer que g est continue sur R’ et qu’elle peut étre prolongée par continuité en 0.

x 1P

EXERCICE 12 eeo Fonction admettant n racines

Soit f une fonction de classe € définie sur un intervalle I qui s’annule en x; < --- < x, avec n = 1.
On introduit la fonction ¢ définie sur I par :

Vtel, o) =f@)-Kt-t) - (t—ty)
avec K une constante réelle.

1. Onfixe x €I\ {xy,..., x;}. Montrer que I'on peut choisir la constante réelle K pour que ¢(x) = 0.

2. Démontrer que, pour tout x €I, il existe { e [ tel que :

(x—x1) - (x—xp)

_ (n)
f= p e
EXERCICE 13 eeo Signe d’une dérivée n—eéme
Soit f la fonction définie sur [0,1[ par:
1
Vxel[0,1[, f(x)=
V1-x?

1. Démontrer que f est de classe € sur [0, 1].
Prouver la relation (1 — x?) f'(x) = xf(x) pour x € [0, 1.

3. Endéduire que, pour n=2,0na:
Vxe[0,1[, (A-x*)f"V(x)=2n+Dxf"(x)+n?f"V(x)

Justifier que cette derniere relation est encore valable pour n = 1.

Démontrer que f M >0sur(0,1] pour tout entier naturel 7.

EXERCICE 14 ee0 Une suite double d’intégrales

Soient a, b € R deux réels. Pour tous entiers p, g € N, on définit I'intégrale :



b
Ipg =/a (x—a)P(b—x)9dx

Calculer I, 4, pour tout (p, q) € N%.

EXERCICE 15 eeo Intégrales de Wallis

On considere les suites (W) ,en €t (W,,) neny définies par
by by

2 . 2
VYneN, W,= cos tdt et anf sin” rdt
0 0

1. Montrer que les suites (W) ,en €t (W) nen sont égales.

2. Démontrer que:
VReN, (n+2)Wyo=(n+1)W,

En déduire les expressions de W>, et Waj,1 pour p € N.

Prouver que :
L
VrnelN, (m+1DW,W,= 3

5. Montrer que, pour toutneN, W, =W, .1 =W, .

w
6. En déduire la limite du rapport WLH
n

B
7. Conclure enfin que : W, ~ /—
+00 n
EXERCICE 16 ee0 Equivalent de la somme des puissances k—éme des premiers entiers

On fixe k € N et on définit la suite (u,,) ,en par :
n
vneN, u,=) pF
p=1

Donner un équivalent de u,.

EXERCICE 17 eee Inégalité intégrale
Soit f une fonction définie, continue et positive sur R, . On suppose qu'il existe un réel K positif tel que :
X
VxeR:, f(x) sK[ fnde
0

Montrer que f est nulle.

X
On pourra utiliser la fonction F définie sur R* par F(x) = e X* (pdr.
+
0



