Lycée Descartes REVISIONS D’ALGEBRE pSI

Tours 2024 — 2025

T.D. N°O

EXERCICE 1 eo00 Puissances de matrices

0 2 1
1. On désigne par A la matrice de .43 (K) définieparA=|2 0 1.
2 2 2

Exprimer A3 en fonction de AZ et A.

B. Démontrer que pour tout k € N*, il existe un unique couple (ay, by) € K tel que AF = A + bpA%.
Déterminer ay puis by en fonction de k € N*.
En déduire les puissances A¥ pour k € N*.

1 -1 -1
2. On désigne par B la matrice de .#3(IK) définie par B=| -1 1 -1
-1 -1 1

A. On introduit J la matrice de .#;(IK) dont tous les coefficients valent 1. Donner J* pour tout k € N.
B. En exprimant B en fonction de J, calculer B¥ pour tout k € N.

EXERCICE 2 eoo0 Espace vectoriel des fonctions

On se place sur le R—espace vectoriel E = & (R, R) des fonctions de R dans R.

1. Etudier la liberté de la famille (fid1<k<n OO, pour k€ [1,n], fi est définie par :
VxeR, fr(x)=|x-kl

2. SoientA; <--- < A, desréels. Etudier la liberté de la famille (h1x)1<k<,, Ol, pour k € [1, ], hy est définie par :
VXER, hi(x)=eM*

3. OndéfinitF= {f€E, fbornée} etG={f €E, f(0)=0}.
Démontrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de E.
Montrer que E = F + G. Les sous-espaces F et G sont-ils supplémentaires?

EXERCICE 3 eoo0 Espace vectoriel des polynémes

On se place sur le K—espace vectoriel E = K, [X] des polyndmes a coefficients dans K de degré au plus n > 1.

1. Onfixe a, b € K, montrer que 'ensemble des polyndmes de E dont a et b sont des racines est un sous-espace
vectoriel de E et en donner une base et la dimension.

2. OndéfinitF={P€E, P(0)=P(1) =0} et G={P €E, deg(P) <1}.
Justifier que F et G sont des sous-espaces vectoriels de E.
Démontrer que E=Fa&G.

EXERCICE 4 e00 Ensemble des suites 3—périodiques

On se place sur le K—espace vectoriel E = & (N, K) des suites a valeurs dans K. On définit F le sous-ensemble de E
formé par les suites 3—périodiques, c’est-a-dire :

F={ueE, VneN, uysz = u,}



1. Etablir que F est un sous-espace vectoriel de E.
2. Onintroduit I'application ¢ : F — K3 définie par :
YueE @(u) = (up,u1, uz)

Démontrer que ¢ est un isomorphisme d’espaces vectoriels. En déduire la dimension de F.

3. Déterminer une base de F.
On pourra rechercher les suites gé¢ométriques deF.

EXERCICE 5 e00 Dérivation et intégration par 'algébre
Dans le R—espace vectoriel E des fonctions de R dans R, on introduit le sous-ensemble :
F={x— (ax+b)e** + (cx+d)e”**, (a,b,c,d) e R*}

1. Vérifier que F est un sous-espace vectoriel de E et en donner une base 28 et la dimension.
2. Ondéfinitg: feF— [’

A. Vérifier que ¢ est un endomorphisme de F.
B. Déterminer Ker . Lendomorphisme ¢ est-il bijectif?

w

Déterminer la matrice M de I'endomorphisme ¢ dans la base 23.

=

Justifier que M est inversible puis calculer M.
En déduire une primitive de la fonction g définie sur R par:

VxeR, gx)= 3xe?* — (5x—1)e™%*

5. Déterminer I'expression de M” pour n = 1.
En déduire la dérivée n—eme de la fonction h définie sur R par :

VxeR, h(x)=@2x-5)e** +4xe 2~

EXERCICE 6 ee0 Un endomorphisme de K, [X]

On se place sur le K —espace vectoriel E = K, [X] des polynomes a coefficients dans K de degré au plus n. On fixe a € K
et on définit 'application ¢ sur E en posant :

VPeE, ¢P)=X-a)(P'X)+P'(@)-2(PX)-P(a)
Démontrer que ¢ est un endomorphisme de E.

Calculer (@(P))” pour P € E et en déduire dimKer ¢ < 3.
Démontrer que ¢(P) est divisible par (X — a)® pour tout P € E.

W=

Déterminer Ker ¢ et Im .

EXERCICE 7 ee0 Interpolation de Lagrange

Soient n € N* et ay, ..., a, € K des scalaires deux a deux distincts. On introduit pour la suite ’application :
@ KuX] — K1
P — (Plap),...,Playn)
1. Démontrer que 'application ¢ est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
En déduire que pour by, ..., b, € K, il existe un unique polynéme P € K, [X] tel que P(a;) = b; pour touti € [0, n].

3. Pourtoutie€[0,n], on définitle polyndme :

X—ak

L= J]
0sksn

k#i

a; — dag

Démontrer que (Lo, Ly,...,L,) est une base de K, [X].



4. Soit P € K,[X]. Donner la décomposition de P dans la base (Lg,L1,...,L;) de K, [X].

EXERCICE 8§ eeo Endomorphismes vérifiant f> = idg

Soient E un K—espace vectoriel de dimension finie 7 et f € £(E) un endomorphisme vérifiant £ = id.

1
2
3.
4

Montrer que f est inversible et donner f!.
Prouver que Im(f —idg) < Ker(f2 + f+idg).
En déduire que E = Im(f —idg) ® Ker(f —idg).

Déterminer explicitement la décomposition d'un vecteur x de E sur cette somme directe.

EXERCICE 9 eoo0 Projecteurs et symétries

Soit E un K—espace vectoriel. On rappelle les définitions suivantes :

DEFINITION 1

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E telsque E =F & G.

= On appelle projection surF parallelement a G1'unique endomorphisme p de E tel que::
VxeE px)=x et VxeG, pkx)=0
= On appelle symétrie par rapport a F paralléelement a G 'unique endomorphisme s de E tel que :

VxeE s(x)=x et VxeG, skx)=-x

DEFINITION 2
m On dira que p € Z(E) est une projection ou un projecteur s’il existe deux sous-espaces vectoriels supplé-
mentaires F et G de E tels que p soit la projection sur F parallelement a G.

= On dira que s € Z(E) est une symétrie s'il existe deux sous-espaces vectoriels supplémentaires F et G de E
tels que s soit la symétrie par rapport a F parallelement a G.

Montrer que p € £ (E) est un projecteur si et seulement si p? = p.
Dans ce cas, prouver que E =Im p @ Ker p et que p est la projection sur Im p parallelement a Ker p.

Montrer que s € £ (E) est une symétrie si et seulement si s* = idg.
Dans ce cas, prouver que E = Ker(s —idg) @ Ker(s +idg) et que s est la symétrie par rapport a Ker(s —idg) paralle-
lement a Ker(s + idg).

Soit p € Z(E) un projecteur. On pose g = idg —p. Montrer que g est un projecteur et spécifier Kerg et Imgq en
fonction de Ker p et Im p.

Soient f € Z(E) et a,be K avec a # b tels que (f — aidg) o (f — bidg) = 0.
On pose: =L (f-aidp) et g=——(f-bidp)
n pose: p_b—af aidg) e q_a—bf idg

A. Montrer que p et g sont des projecteurs de E vérifiant pog=gop =0.
B. Pour neN, exprimer f" en fonction de a, b et p, q.



EXERCICE 10 ee0 Matrices a diagonale dominante

Soit A= (a; ;) € M, (K) une matrice vérifiant :
n

Viell,nl, |ai]>Y |aij]|

j=1
Jj#i
Montrer que A est inversible.
EXERCICE 11 eee Centres de GL,,(K) et de 4, (K)

1. Soit E un K—espace vectoriel de dimension finie 7. On note M sa matrice dans une base 2 = (e, ..., e,) de E.

A. Comparer M et la matrice de u dans la base 8’ = (—ey, e, ..., e5).

B. Comparer M et la matrice de u dans la base 8" = (e, e1, e3,...,e5).

c. Déterminer tous les endomorphismes de E dont les matrices sont indépendantes de la base choisie.
En déduire les matrices de .4, (K) qui commutent avec toutes les matrices de GL, (K).

3. Sans utiliser le résultat précédent, déterminer les matrices de .4, (K) qui commutent avec toutes les matrices
de ./ (KK). On pourra travailler avec les matrices élémentaires (E;,j) 1<i<n-

1<j<n

EXERCICE 12 eee Dimension d’un sous-espace vectoriel de £ (E,F)

Soient E et F des [K—espaces vectoriels de dimension finie et G un sous-espace vectoriel de E. On définit :
H={ue £EF), GcKeru}

Démontrer que H est un sous-espace vectoriel de £ (E,F) et déterminer sa dimension.



