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EXERCICE 1 eo00 Etudes de fonction de plusieurs variables

On introduit les deux fonctions f et g définies sur R? par :

2 xy3
—— si(x, 0,0 —— si(x, 0,0
V(x,y) eR?,  f(x,y) =14 x2+y? st (x,y) #1(0,0) et glx,y)=1 x®+)? st (0, #(0,0)
0 sinon 0 sinon

1. Montrer que f est continue sur R? et qu’elle admet des dérivées partielles en tout point.
Etudier si f est de classe ¢! sur R.

2. Montrer que g est de classe €' sur R?.
Prouver I'existence et donner la valeur de 9% ,g(0,0) et 5 ,g(0,0) et étudier si g est de classe > sur R,

EXERCICE 2 eoo Composition de fonctions

Soient f : R?> — R une fonction de classe ¢ et g : R> — R la fonction définie par :

Y (u, v) € R?, gu,v) = f(uy, u? + v?)

1. Montrer que les dérivées partielles premieres de g existent et les exprimer en fonction de celles de f.

2. De méme, prouver que les dérivées partielles secondes de g existent et les exprimer en fonction des dérivées
partielles de f.

EXERCICE 3 ee0 Recherche d’extrema

Dans chaque cas, déterminer les extrema éventuels de la fonction f définie sur v :

1. AvecV=R? et f(x,y) = x*>+xy+y?+2x—2y pour tout (x,y) € V.

2. AvecV=R? et f(x,y)=x2+4xy+y2—2x—4yp0urt0ut (x,y)€V.

3. AvecV=R? et f(x,y)=x>+y>-3xy—1 pour tout (x,y) € V.

4. AvecV:{(x,y)E[RZ, x=0et y=0 et x+ys1} et f(x,y)=xy(l—-x—y)pourtout (x,y)€V.

EXERCICE 4 ee0 Une premiére équation aux dérivées partielles

Déterminer les fonctions f de classe ¢’ sur R? vérifiant :

0
Y (x,y) € R?, é(x,y) +xyf(x,y)=0

EXERCICE 5 eeo Equations aux dérivées partielles avec changements de variables

1. Onsouhaite déterminer les fonctions f de classe ¢! sur R? vérifiant :

of of
2 —_— —_— =
V(x,y) R4, ox (x,y) + dy x,y=f(x7y



On pourra réaliser le changement de variable affine :

u

v

2. On fixe ¢ > 0. Dans cette question, on souhaite résoudre I'équation des ondes, c’est-a-dire déterminer les fonc-
tions f de classe ¢ sur R? vérifiant :

x+y
x=y

2f 1 82 f
Y(x,y) €R?, ﬁ(t,x) = g@(fyx)

On pourra réaliser le changement de variable affine :

u=x+ct
v xX—ct

3. On souhaite déterminer les fonctions f de classe ¢ sur Q = R} x R vérifiant :

62f 62f 62f
3z oy +2xy 230y (x, )+ yza—yz(x, y)=xy

YV(x,y)eQ, x?

On pourra réaliser un changement de variable polaire :

x = rcos@
y = rsin0
EXERCICE 6 ee0 Plans tangents d’une surface

1. On considere la surface . d’équation cartésienne z = x> + y°.
Etudier la position relative de . et de son plan tangent en tout point de .%.

2. On considere la surface .’ d’équation cartésienne z = x> — y2.
De méme, étudier la position relative de &’ et de son plan tangent en tout point de &’

3. Déterminer les points de la surface .#" d’équation cartésienne x> — y? + z> = 1 dont le plan tangent est parallele
au plan IT d’équation 2x+ y—z=0.

EXERCICE 7 eee Hyperboloide a une nappe

On considere la surface . d’équation cartésienne x? + y*> — z> = 1 appelée hyperboloide & une nappe. Montrer que
I'intersection de .# et de son plan tangent en un point régulier est la réunion de deux droites sécantes en ce point.

EXERCICE 8§ eee Quotients de Rayleigh
On munit R” de sa structure euclidienne canonique et1’on identifie R” et .4, 1 (R). On se donne A € .#,(R) une matrice
symétrique et on définit I'application fy : R” — R en posant :
VxeR", fa(x)=x"Ax
1. Prouver que fj admet des dérivées partielles en tout point de R” et les exprimer.
En déduire V fa (x) en fonction de Ax pour tout x € R".
2. Pour x € R"” non nul, on pose :
xTAx

R = xTx

Prouver que x est un vecteur propre de A si et seulement si VR(x) = 0.



