Lycée Descartes SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

Tours

T.D. N4

EXERCICE 1 eo00 Suites de fonctions

Dans chacun des cas suivants, étudier les convergences simple et uniforme de la suite de fonctions (f},).

1. V0 eNxR, fo(x) = — 5. Ym0 eNx[0,1], fulx)= =5
. n,x xR, X)=——— . , x[0,1], =
" 1+ n?x? " 1+ x2"
3 X
2. V(n,x)eNxR, fh(x)= 6. V(n,x)ENxRy, fu(x) :ln(l + _)
1+ nx? n
V(n,x) ENxRy, fy(x)=nx?e "™ 7. V(,x) eENxR, fp(x)= ——
1+ (x+n)?
V(n,x)eNx[0,1], fu(x)=n*x1-x)" X
(avec a € N) 8. V(n,x)eNxR, fn(x):sm(z—n)
EXERCICE 2 ee0 Convergence uniforme et sommes géométriques
Pourn=1etxeR, onpose:
frX)=1+x+--+x"1
1. Ftudierla convergence simple de la suite de fonctions (f;;) ;>1-
On note f(x) lalimite de la suite (f;,(x)) =1 lorsque cette limite existe.
2. Onpose pourn=letxe]l—1,1[, ¢,(x) = f(x)— fr(x). Vérifier que :
n
X) =
Pn(x) T—x
Quelle est la limite de ¢, en 12
En déduire que la convergence n’est pas uniforme sur] -1, 1[.
3. Soit a €]0,1[. Démontrer que (f;),>1 converge uniformément vers f sur [—a, al.
EXERCICE 3 ee0 Convergence uniforme d’une suite de fonctions

On pose, pour n =1 et x €]0,1], f,(x) = nx"In(x) et f,,(0) = 0.
1. Démontrer que (f;),>1 converge simplement sur [0, 1] vers une fonction f que I’on précisera.
On note ensuite g = f — f,.
2. FEtudier les variations de g.
En déduire que la convergence de (f;,) ;=1 vers f n'est pas uniforme sur [0, 1].

4. Soitae€ [0,1[. Enremarquant qu’il existe np € N tel que e ln

converge uniformément vers f sur [0, a.

EXERCICE 4 eee Convergence uniforme de polynémes sur R

Soit (P,,) ,en une suite de fonctions polynomiales convergeant uniformément sur R vers une fonction f.
Montrer que f est polynomiale.
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= a pour tout n = ng, démontrer que la suite (fy,) n>1



EXERCICE 5 eoo0 Séries de fonctions

Dans chacun des cas suivants, étudier les convergences simple, normale et uniforme de la série de fonctions Z U.

1. YV, x) eNxR, u,(x)=x"
(-n"

nx

4. V(n,x) ENXR, 1,(x) = xe "™*
5. V(n,x) eNx[0,1], u,(x)=x"1-x"

2 . (—1)"x?
6. V(n,x) eN* xR, wuu(x)=

2. V(in,x)eN* xR, wu,x)=

nx

3. V(n,x) eNxRy, unlx)=
1+n3x

xt+n

EXERCICE 6 eoco Etude d’une série de fonction

Pour n = 1, on définit la fonction u, sur R, en posant:

In(n + x)
VxeRy, upx)= —
nc+x

1. Ftudier la convergence simple et normale de la série de fonctions Z Up.
On notera S la somme de cette série de fonctions.

2. Montrer que S est continue sur R;..

3. Déterminer lim S(x).
X—+00

EXERCICE 7 eoo Etude d’une série de fonction

Pour n = 1, on définit la fonction u, sur R en posant :

sin(nx)
VxeR, uu(x)= 3
n
1. Ftudier la convergence normale de la série de fonctions Z Up.
On notera S la somme de cette série de fonctions.
2. Déterminer lin(l) S(x).
X—
3. Montrer que:
T +00 1
S(x)dx=2) —
j(; n;l 2n-1)*
4. Prouver que S est de classe €' sur R et exprimer sa dérivée.
EXERCICE 8§ eeo0 Etude d’une série de fonction
Pour n = 1, on définit la fonction u, sur R, en posant:
1
VxeRy, upx)=————
* n(%) n(l + nx?)

1. Donner le domaine de définition D c R, de la série de fonctions Z Up.
On notera S la somme de cette série de fonctions sur D.

2. Ftudier la continuité de S sur D.

3. Déterminer un équivalent de S au voisinage de +oo.

EXERCICE 9 ee0 Etude d’une série de fonction

Pour n = 0, on définit la fonction u; sur R, en posant :
—nx

VxeR,, =—
XERy, up(x) T2



1. Etudier les différents types de convergence de la série de fonctions ) _ uj, sur R,.
On notera S la somme de cette série de fonctions.

2. Montrer que S est continue sur R;.
3. Prouver que S est de classe 4’ sur R*. S est-elle dérivable en 02
4. Trouver une équation différentielle du second ordre satisfaite par S.

5. Déterminer lim S(x).
X—+00

EXERCICE 10 eeo Etude d’une série de fonction

Pour n = 1, on définit la fonction u,, sur R en posant :

Arctan(nx)

VxeR, uulx)= 3
n

1. Etudier les différents types de convergence de la série de fonctions Z Uy sur R.
On notera S la somme de cette série de fonctions.

2. Montrer que S admet une limite finie en +oo.

bl

Prouver que S est de classe €' sur R*.

-

Calculer lim S'(x).
x—0

EXERCICE 11 eeo Etude d’une série de fonction

Pour n = 1, on définit la fonction u, sur] -1, +oo[ en posant :

1
Vx>-1, uplx)=—-
n n+x

1. Montrer que la série de fonctions ) _ u, est définie et continue sur ] -1, +oo[.
On notera S la somme de cette série de fonctions.

Etudier la monotonie de S.

N

3. Pour x> —1, calculer S(x + 1) — S(x) et en déduire un équivalent de S en —17.

n
P 1
4. Etablir que: vneN, S = Z —
k=1 k
5. En déduire un équivalent de S au voisinage de +oo
EXERCICE 12 eee Etude d’une série de fonction

Pour n = 1, on définit la fonction u, sur]0,n [ en posant :

Vxel0,n[, u,(x) = %cos"(x) sin(nx)

1. Montrer que la série de fonctions ) _ u, est définie et de classe ¢! sur]0,n[.
On notera S la somme de cette série de fonctions.

2. Calculer f’ et en déduire f sur]0,m[.

EXERCICE 13 eee Etude d’une série de fonction

On définit une fonction f, sous réserve de convergence de la série, en posant :

Fl = ’i" x"sin(nx)

n=1



n
Soient (4,) yen €t (V1) en deux suites et, pour n €N, S, = Z Ug.
k=0
Si n,N € N vérifient n + 1 < N, montrer que :

N
2. UkVk= ) Sk(Vk—Uke1) + SNUN+1 = SnUn
k=n+1 k=n

Montrer que f est bien définie et de classe 4! sur]—1,1[ et calculer f'.

En déduire que :

Vxe]-1,1], f(x):Arctan( xsin(x) )

1— xcos(x)

Alaide de la question 1., montrer que la convergence de la série est uniforme sur [—1,1].

Calculer, en cas de convergence, les deux sommes suivantes :

tsin(n) ot 0 (—-1)"sin(n)

)3 )3

n=1 n n=1 n



