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EXERCICE 1 eco Etude de séries entiéres
Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :
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EXERCICE 2 eo0 Etude de séries enticres et calculs de sommes
Déterminer le rayon de convergence des séries entieres suivantes et en calculer la somme :
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EXERCICE 3 eoo Développements en série entiére

Dans chaque cas, développer en série entiere la fonction f en 0 et donner le rayon de convergence associé :

1 sin(4x)
1. = 3. = 5. =
f& x4 —-3x2+42 f sin(x) f) x2—x+2
2. f(x)=01-xIn(1-x) 4. f()=In(1+x+x?) 6. f(x)=Arctan(l+x)
EXERCICE 4 eco Une identité binomiale
Soit p € N. Etablir que :
1 +00 n+p n
Vxel]-1,1[, A_xpHt _r;)( n )x
EXERCICE 5 eoo0 Classe € d’une fonction
On définit une fonction f sur R en posant :
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Prouver que f est de classe € sur R.



EXERCICE 6 ee0 Développement en série entiére d’une fonction

On définit une fonction f sur]—1,1[ en posant:
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1. Justifier que f posséde un développement en série entiere.

2. Démontrer que f vérifie une équation différentielle linéaire d’ordre 1.
En déduire son développement en série entiére; on donnera le rayon de convergence associé.

3. En déduire la valeur de :
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EXERCICE 7 eeo Développement en série entiére d’une fonction

On définit une fonction f sur R en posant :
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1. Onintroduit, pour p € N, les intégrales :
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A. Prouver que Jz, = 21, pour p e N.
B. Démontrer que:
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¢. En déduire I'expression de J»,, en fonction de p € N.

2. Prouver que f est développable en série entiére et donner le rayon de convergence associé.

EXERCICE 8 ee0 Calcul d’une somme

On pose, pour tout réel x ol la série converge :
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1. Donner le rayon de convergence de la série entiére associée a f.

2. Démontrer que f est solution de I'équation différentielle :
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3. Endéduire f.

EXERCICE 9 ee0 Calcul d’une somme

On pose, pour tout réel x ol la série converge :
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1. Prouver que la série entiere associée a la somme f est de rayon de convergence 1.



2. Exprimer f(x) pourxe]—-1,1[.
3. Justifier que f est bien définie est continue sur [-1,1].

4. En déduire la valeur de la somme :
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EXERCICE 10 ee0 Etude d’une suite récurrente

On souhaite déterminer |'expression de la suite (a;) ,cn définie par :
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Montrer que le rayon de convergence R de la série entiere Z anpx" vérifieR = 1.
Dans la suite, on note S la somme de cette série entiere.

Prouver que :
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En déduire I'expression de a,, en fonction de n € N.

EXERCICE 11 eeo Nombres de Catalan

On souhaite déterminer I’expression de la suite (c,) ,en définie par :
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On suppose que la série entiere Z cpx" est de rayon de convergence R > 0 et 'on note f sa somme.
Montrer qu’au voisinage de 0, la fonction f vérifie la relation x f (x)?% = fl)—-1.

Toujours sous 'hypothése de la question précédente, prouver qu’au voisinage de 0 la fonction f est égale a la
fonction g définie par:
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Montrer que la fonction g est développable en série entiére en 0 et donner son développement et le rayon de
convergence associé.

En déduire que :

1
VneN, c,= (Zn)
n+l\n

EXERCICE 12 eee Equivalents de sommes de séries entiéres

Déterminer les rayons de convergence des séries entieres suivantes :
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Dans la suite, on notera respectivement f, g et h les sommes de ces séries entieres.
Montrer que g est définie et continue sur [-1,1[.

Pour x €]-1,1[, déterminer une relation entre (1 — x) f(x) et g(x).

Prouver que g + h est continue sur [0,1] et en déduire que g(x) ~ In(1 — x) au voisinage de 1™.
En déduire un équivalent de f(x) au voisinage de 1™.



