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mem==  EXERCICE 19 eee w==== Transformée de Laplace

On se donne f : R, — C une fonction continue et bornée. On appelle transformée de Laplace de f 1'application £ (f)
définie sur R} par:

+00
ZL()x) =f fre *dr
0

1. Montrer que la fonction .Z(f) est bien définie et continue sur R} .
On utilise le théoreme de continuité d’'une intégrale a parametre :

—Xt

= Pour tout 7 € Ry, la fonction x — f(1)e*" est continue sur R} ;

= Pour tout x € R}, la fonction t — f(re ™t

R ;
m Pourtoutx€[a,b] cR} ettout t € Ry, on a, puisque f est bornée par hypothese :
[f(e ™| < fllce™

qui est une fonction continue par morceaux, positive et intégrable sur R, (intégrale de référence).

est continue par morceaux sur R, puisque f est continue sur

Le théoreme s’applique et prouve que .Z(f) est continue sur R’.
2. Déterminer la limite de x.Z(f)(x) quand x tend vers +oo.

Soit x > 0. Dans 'intégrale définissant .Z’(f)(x), qui est convergente d’aprés la question précédente, on réalise
le changement de variable u = xt qui est de classe ¢! et strictement croissant. On obtient :

too oy .
x.f(f)(x)=fo f(3)edu
On utilise alors le théoreme de convergence dominée a parametre continu.

= Pour tout x > 0, la fonction u— f (%) e~ " est continue par morceaux sur R... Quand x — +oo, elle converge
simplement vers la fonction u — f(0)e™ " (par continuité de f en 0) qui est elle-méme continue par mor-
ceaux sur R..

m Pourtoutx>0ettoutueR,,ona:

|f (%) e <lflloe™
qui est une fonction continue par morceaux, positive et intégrable sur R, (intégrale de référence).

Le théoreme s’applique et prouve que :
+00
H — —Uu —
lim_Z(P)(0) = fo FOe " du = f(0)

3. Si f admet une limite A en +oco, déterminer la limite de x.Z(f) (x) lorsque x tend vers 0%.

On utilise exactement la méme technique que la question précédente, on trouve lilsl+ Z(Hx)=A.
X—







